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Prélogo.

El curso "Sistemas Lineales Dindmicos™ es obligatorio para alumnos de pre-grado de las carreras de
Ingenieria Civil Eléctrica y Electronica de la Universidad de Concepcion. Este ramo es la base para el
analisis desde una perspectiva matematica de los sistemas encontrados en las variadas disciplinas de la
ingenieria; en particular, en la Ingenieria Eléctrica y Electronica. Especificamente, en esta asignatura se
entregan herramientas para el analisis y simulacion de sistemas lineales continuos y discretos tipo
SISO y MIMO.

Los topicos revisados en este texto permiten abordar sistemas que se caracterizan por tener estructuras
lineales y que normalmente corresponden a una simplificacion de la realidad. Se asume que se conoce
o se puede derivar el modelo de éstos en forma fenomenoldgica y/o empirica. En particular, se tratan
temas de sefiales, transformaciones, discretizacion, funcion de transferencia, Diagrama de Bode y
estabilidad.

El lector debe tener dominio de los temas entregados en los cursos de Mecénica y/o Modelacién de
Sistemas y Ecuaciones Diferenciales para avanzar fluidamente en los topicos de este documento.
Ademas, un holgado manejo de programas de simulacion es definitivamente necesario para seguir los
ejemplos. Se recomienda, MatLab ™, MathCad ™ y PSim'™; sin embargo, la programacion en otros
lenguajes de alto nivel (por ejemplo, C) es también altamente recomendada.

El documento fue digitado enteramente en Word for Windows de MicroSoft™ vy los ejemplos y

ejercicios fueron desarrollados en MatLab ™™, MathCad ™, y/o PSim"™. A diferencia de la edicién
anterior, esta octava edicion incluye la respuesta a los problemas planteados en cada capitulo.

Dr. José R. Espinoza C. Dr. Daniel G. Sbarbaro H.

Profesor Titular

Depto. de Ingenieria Eléctrica, of. 220
Facultad de Ingenieria

Universidad de Concepcion

Casilla 160-C, Correo 3

Concepcién, CHILE

Tel: +56 41 2203512

Fax:  +56 41 2246999

e-mail: jose.espinoza@udec.cl

web:  http://www.udec.cl/jose.espinoza/
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Nomenclatura

Matrices

A : matriz de pardmetros de dimension n-n.

B : matriz de parametros de dimension n-p.

C : matriz de pardmetros de dimension g-n.

D : matriz de pardmetros de dimension -p.

E : matriz de pardmetros de dimension n-m.

F : matriz de parametros de dimension g-m.

T : matriz de transformacion de dimension de n-n.

At : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimension n-n. Ay = TAT'
Br : matriz de parametros transformada mediante T de dimension n-p. By =TB
Cr : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimension g-n. Cy = CcT!
Dy : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimension g-p. Dy =D
Er : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimension n‘m. Ey = TE
Fr : matriz de pardmetros transformada mediante T de dimension g'm. Fr =F
Tabc-apo : matriz de transformacion de ejes abc a a0, dimension 3-3.

Tapo-abe : matriz de transformacion de ejes a0 a abc, dimension 3-3.

T apo-dqo : matriz de transformacion de ejes a0 a dq0, dimension 3-3.

Tdqo-apo : matriz de transformacion de ejes dq0 a a0, dimension 3-3.

Tabc-dgo : matriz de transformacion de ejes abc a dgq0, dimension 3-3.

Tdqo-abe : matriz de transformacion de ejes dq0 a abc, dimension 3-3.

H(s) - matriz de transferencia. H(s) = C(sI - A)'B + D.

ﬁ(s) : matriz de transferencia inversa. ﬁ(s) =H'(s).

H(s)" : matriz conjugada transpuesta de H(S). H(S)H = (H(S)*)T.

6 : matriz de controlabilidad.

0 : matriz de observabilidad.

L(s) : matriz de transferencia en L.D.

(1) : matriz de transicion.

Adj {P} : matriz adjunta de la matriz P.

diag{x;,...} :matriz diagonal compuesta por los valores Xj, X2, ....

Re{X} : matriz parte real de la matriz X.

Im{X} : matriz parte imaginaria de la matriz X.

X : matriz compuesta por elementos X; ; que son fasores.

Vectores

X - vector de n variables de estados, X = [X; Xz *** Xa]"

u : vector de p variables de entrada, u =[u; U, - U ]T

y : vector de ( variables de salida, y = [y Y2 - Yql

p - vector de m perturbaciones, p = [p1 P2 = Pm]"

X - vector de n variables de estados, X =[%, %, = %, ]" (estimacién de x).

y : vector de ( variables de estados, ¥ =[¥; V> - ¥, 1" (estimacion de y).

X : vector de n variables de estados, X =[X X, ~ X, ]" (error de estimacion de X=x - %).
X - vector de tres variables de estados, x*° = [x® X" x°]" (¢jes estacionarios abc).
x“P0 - vector de tres variables de estados, x**° = [x* x® x°]" (ejes estacionarios aB0).

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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quo

Xo
Xo
U,
Yo
Ya
Po
AX

Ck

by
VV(x)
X

Escalares

Xk
ka/dt = Xk

rango{P(s)}
det{P(s)}
arg{x;
tr{P(s)}
maij { Wi}
max{}
min{}

log{}

u(t)

- vector de tres variables de estados, %% = [x% x¥ x]" (ejes rotatorios dq0).
: condicion inicial del vector de estados, Xo = [X19 X20 *** Xno]T

: vector de estados en el punto de operacion, X, = [Xjo X20 *** Xno]T

: vector de entradas en el punto de operacion, u, = [Ujo Uz *** upo]T

: vector de salidas en el punto de operacion, y, = [Vio Y20 = yqo]T

: vector deseado (referencia) de g variables de salida, yq = [Y1d Y24 yqd]T
: vector de perturbaciones en el punto de operacion, po = [Pio P2o " pqo]T
: variacion del vector de estados x en torno a x,, AX = [AX] AXp ** Axn]T

: variacion del vector de entradas u en torno a u,, Au = [Au; AU, - Aup]T
: variacion del vector de salidas y en torno a y,, Ay = [Ay; Ay, - qu]T

: variacion del vector de perturbaciones p en torno a po, Ap = [Ap; AP = Apm]"
: Laplace de x, X(S) = [Xi(S) Xa(S) *** Xn(S)]"

: Laplace de u, u(s) = [uy(S) Ux(S) - Up(s)]"

: Laplace de y, ¥(5) = [Vi(S) Y2(5) = Yo(®)]'

: Laplace de p, p(s) = [Pi(S) Pa(S) - Pn(S)]"

: k-ésimo vector propio de A.

: k-ésimo vector propio de A

: conjugado del k-ésimo vector propio de A.

: vector de estados para entrada cero.

: vector de estados para c.i. nulas.

: vector de salidas para entrada cero.

: vector de salidas para c.i. nulas.

: k-ésima fila de la matriz C.

: k-ésima columna de la matriz B.

: gradiente de la funcién V(x). VV(x) = oV(x)/0x.

: vector de fasores, X =[X, X, - X, ]T.

: k-ésima variable de estado.

: derivada de la k-ésima variable de estado.

: k-ésimo coeficiente del polinomio caracteristico de A.

: k-ésimo valor propio de A.

: conjugado del k-ésimo valor propio de A.

: ganancia relativa entre la entrada i-ésima y la salida j-ésima.
: funcion de transferencia en L.D.

: elemento ij de la matriz D.

: elemento ij de la matriz H(S).

- elemento ij de la matriz H(s) = H'(s).

rango de la matriz P(S).

: determinante de la matriz P(S).

: angulo del nimero complejo X.

: traza de la matriz P(S).

: maximo elemento de la matriz W,.
: maximo valor.

: minimo valor.

: logaritmo en base 10.

: entrada escalon.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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: entrada rampa.

: norma del elemento €.

: I-ésimo valor singular de A.
: maximo valor singular de A.
: minimo valor singular de A.

: radio espectral de A.

: nimero de condicion de A.

: funcion de Lyapunov.

: vecindad en el espacio de estados de x.

: conjunto invariante.

: conjunto invariante subconjunto de G.

: vector de error en estado estacionario.

: banda de asentamiento.

: tiempo de asentamiento.

: valor medio (RMS) de la sefial continua (alterna) v(t).
: funcion en el tiempo continuo.

: funcidn en el tiempo discreto (también escrita f(kT), con T el tiempo de muestreo).
: funcion en el plano de Laplace.

: funcion en frecuencia continua de tiempo continuo.

: funcion en frecuencia continua de tiempo discreta.

: funcidn en frecuencia discreta de tiempo continuo.

: funcion en frecuencia discreta de tiempo discreta.

: fasor.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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Abreviaciones.

Mayusculas

L.A.
L.C.
L.D.
L.IT.
S.P.I
S.P.D.
F.deT.
F.D.

M. deT.
B.W.
E.S.
S.S.
SISO
MIMO
L.G.R.
P.1.D.
S.P.
M.G.
M.F.
FCD
FCC
FCO
FCJ
T.L.
T.F.
T.F.F.D.
T.Z.
T.F.T.D.
T.F.D.
D. de B.

MinuUsculas

c.1.
Li.
1.d.
c.c.
c.a.
a.c.a.

: lazo abierto.

: lazo cerrado.

: lazo directo.

: lineal invariante en el tiempo.

: semi-plano izquierdo.

: semi-plano derecho.

: funcion de transferencia.

: funcion descriptora.

: matriz de transferencia.

: ancho de banda.

: entrada/salida.

: estado estacionario.

: sistema de una entrada y una salida (single input single output).
: sistema de varias entradas y varias salidas (multiple inputs multiple outputs).
: lugar geométrico de las raices.

: controlador proporcional integral derivativo.

: sobrepaso.

: margen de ganancia.

: margen de fase.

: forma canonica diagonal.

: forma canoénica controlable.

: forma canoénica observable.

: forma canoénica de Jordan.

: Transformada de Laplace.

: Transformada de Fourier.

: Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta.
: Transformada Z.

: Transformada de Fourier de Tiempo Discreta.

: Transformada de Fourier Discreta.

: Diagrama de Bode

: condiciones iniciales.

: linealmente independiente.

: linealmente dependiente.

: corriente continua (en inglés es d.c.).
: corriente alterna (en inglés es a.c.).

: abscisa de convergencia absoluta.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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1 Introduccidn

En este capitulo se introducen formalmente los conceptos de proceso,
sistema y modelo, como también la relacion entre ellos. Especial
importancia se da a la identificacion de las cantidades asociadas a un
sistema y a la clasificacion de éstas en variables de estado, entradas,
salidas, perturbaciones y parametros. Ademas, se proponen varias
clasificaciones de sistemas de acuerdo a sus principales caracteristicas.
Los tépicos son ilustrados con ejemplos extraidos de las variadas disciplinas
de la ingenieria.

1.1 Proceso y Sistema

Def.: Por proceso se entendera una realidad fisica cualquiera que conlleva, en algin intervalo de
tiempo, un cambio de estado que exhiben sus componentes esenciales.

El andlisis de procesos tiene por finalidad conocer el comportamiento que exhibe un cierto aspecto
asociado a un proceso. Este aspecto y el estudio a realizar quedan determinados por los objetivos de
analisis que se hayan establecidos.

Def.: Un sistema es una abstraccion de una realidad fisica de acuerdo a los objetivos de estudio
planteados.

De este modo, a un mismo proceso pueden asociarse variados sistemas. La asociacion depende de
cuales sean los objetivos de andlisis considerados.

Ejemplo 1.1. Considere el sistema de generacion hidroeléctrico que se muestra en la Fig. 1.1. Los posibles objetivos de
estudio asociado a este proceso podrian ser:

— Pérdidas de fluido en las cafierias.

— Rendimiento del generador.

— Aumento de la temperatura del agua.

— Generacion de tension constante.

Como era de esperar, dependiendo de la perspectiva, los objetivos pueden ser muy distintos. &

Es asi entonces, que cada objetivo hara necesario extraer un aspecto restringido de la realidad fisica
concreta, tendiente a focalizar y por tanto simplificar el andlisis a realizar.

A . Cantidades en sistemas

Los sistemas se caracterizan de acuerdo a como estdn constituidos y como interactian con el medio,
para ello se definen los siguientes conceptos:

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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Def.:

Las variables de entrada son aquellas mediante las cuales se actia desde el exterior sobre el
proceso y a total voluntad. Estas permiten determinar las principales caracteristicas de
comportamiento del proceso.

Def.:

Las variables de salida constituyen el medio que permite efectuar el andlisis del proceso,
mediante la evaluacion directa de los objetivos de estudio.

Def.:

Las perturbaciones son variables que también actuan desde el exterior pero que no son
manejables a voluntad y cuyo efecto sobre el proceso siempre es conocido. Introducen una
componente de incertidumbre en el estudio.

Def.:

Las variables de estado son aquellas variables que definen totalmente la condicion del sistema,
desde el punto de vista de los objetivos de estudio, en cuanto a la informacion contenida en éste y
a su evolucion frente a una accion del medio.

Def.:

Los parametros son cantidades que fijan ciertas caracteristicas del proceso, estableciendo un
marco al cual estara condicionado su comportamiento; se consideran fijos cuando el resto esta
sujeto a variaciones.

Ejemplo 1.2. Considere el sistema de generacion hidroeléctrico de la Fig. 1.1. Para este caso se puede identificar las
siguientes cantidades:

—Uu:

N
—fsll
—f52:

—h1:

-V

Porcentaje de apertura de la valvula de escape.
Flujo de alimentacion del estanque.

Flujo de vaciado no alterable.

Flujo de vaciado manipulable.

Altura de la columna de agua del estanque.
Voltaje en los terminales del generador.

777777

Fig. 1.1 Sistema de generacion hidroeléctrica. Fig. 1.2 Sistema de generacion solar.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.
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—o: Velocidad de giro del generador.

—P: Potencia consumida por la red.
—h,: Altura del canal de alimentacion.
—

Ejemplo 1.3. Considere el sistema de posicionamiento de un generador solar presentado en la Fig. 1.2.
Los objetivos de estudio que se pueden plantear son:

— Vout V/s angulo del sol.

— Regulacion de tension.

— Generacion de tensiéon maxima.

— Generacion de tension constante.

Ademas, podemos identificar las siguientes cantidades:
—0,: Angulo del sensor 1.

—0,: Angulo del sensor 2.

— 01 : Angulo del sol.

— 0ce : Angulo de la celda mayor.

—V;: Voltaje del sensor 1.

—V,: Voltaje del sensor 2.

— Vout : Voltaje de celda mayor.

—V¢: Voltaje de alimentacion del motor posicionador.
— . h

1.2 Modelo

Un modelo es una representacion de un sistema. Cabe destacar que para efectuar un andlisis de un
proceso es necesario conocerlo. En general, se desea llegar a conocer factores (internos y externos) que
condicionan el comportamiento del mismo, tales como interrelaciones entre variables, el efecto de las
perturbaciones, rangos de estabilidad, el efecto de la variacion de parametros, etc. El mayor
conocimiento del proceso se obtiene mediante la experimentacion, la cual generalmente no se puede
desarrollar con profundidad en plantas industriales, debido a esta situacion se debe recurrir a medios
alternativos tales como la simulacion de los experimentos en modelos del proceso completo o en
modelos parciales de los fenémenos de interés.

Dentro de los factores que normalmente limitan la experimentacion en plantas industriales se pueden
citar los siguientes:

Factibilidad tecnologica, que dice relacion con los medios disponibles para realizar los experimentos:
instrumentacion, posibilidad de acceso a todos los puntos de variables que requiera medir, precision
exigida, etc.

Modelo 1

Objetivo 1—p Sistema 1 4 Modelo 2

) Modelo 3
Objetivo 2 —p Sistema 2

Proceso

Objetivo h —p Sistema n

Fig. 1.3 Relacion entre proceso-objetivo-sistema-modelo.
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Costos asociados a la experimentacion tanto en recursos humanos, uso de equipos, materiales,
alteraciones del proceso o su operacion, tiempo de experimentacion, etc.

Tiempo de experimentacion que permite obtener informacion util a los propdsitos del estudio en
particular, adecuado para detectar variaciones en el medio.

Caracteristicas de los medios y herramientas existentes para la experimentacion.

La importancia de los modelos reside, principalmente, en que proporcionan un medio mas simple para
conocer el comportamiento del proceso. Es decir, son sustitutos del proceso para el analisis, en relacion
tanto a los efectos que el medio ejerza sobre éste, como también de aquellos derivados de las
modificaciones de sus caracteristicas internas. En otras palabras, el modelo es una herramienta usada
para el analisis de procesos, a través del andlisis de sistemas. En la Fig. 1.3 se presenta la relacion entre
proceso y modelos.

Dependiendo de la naturaleza de los modelos se pueden clasificar en:

Conceptuales describe al sistema en forma global, permiten la transferencia de ideas o conceptos en
forma clara y precisa, generalmente los modelos conceptuales toman la forma de diagramas.
Matematicos los cuales a su vez se podrian clasificar en: Analiticos los cuales representan un conjunto
de ecuaciones asociadas a la descripcion de un sistema, y NUMEricos que representan un conjunto de
algoritmos que no tiene necesariamente un equivalente analitico.

Lingiiisticos que son un conjunto de reglas que describen a un sistema.

Ejemplo 1.4. En la Fig. 1.4 se muestra un sistema compuesto por una fuente, un interruptor y una lampara conformando un
circuito eléctrico Fig. 1.4(a), también se muestra el modelo conceptual Fig. 1.4(b), el modelo matematico Fig. 1.4(c), y el
modelo lingiiistico Fig. 1.4(d) asociado a este sistema. «

Existen consideraciones generales en la practica que deben tenerse en cuenta al modelar un sistema:

Complejidad versus representabilidad. La complejidad del modelo muchas veces est4 asociada a los
objetivos de estudio, y conlleva al uso de herramientas sofisticadas de analisis. Es por eso, que es
siempre deseable tener modelos lo més simple posible, pero que representen el fenomeno que se quiere
estudiar. Lamentablemente, muchos fenomenos que se presentan en los procesos industriales son
complejos, y asi serd necesario tener un modelo que sea un balance entre complejidad y
representabilidad.

Simplificaciones. Para reducir la complejidad de los modelos se puede recurrir a simplificaciones tales

S
& ol
interruptor
q Fuente L4
220V ’\D _ v alterna ampara
| -
a) circuito eléctrico b) modelo conceptual
Sw=1 => v =Ri Si Sy estd en 1 entonces la lampara se enciende
Sw=2 =i = Si Sy esta en 2 entonces la lampara se apaga
¢) modelo matematico d) modelo lingiiistico

Fig. 1.4 Circuito eléctrico y los diferentes modelos asociados.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 5

como:

e Reduccion de orden: en este caso se eliminan algunos parametros o ecuaciones que tienen poca
influencia en la variable que se esta modelando.

e Concentracion de parametros: en sistemas con parametros distribuidos se puede resumir
(concentrar) los efectos en tan solo un punto.

e Linealizacion: se considera el sistema operando en un rango pequefio de variaciones, donde una
aproximacion en serie de primer orden da una muy buena aproximacion. Cabe destacar que esta
simplificacion sustenta gran parte de este curso.

Rango de validez El rango de validez determina la zona donde el modelo es valido; es decir, donde

concuerda con el comportamiento del proceso. Dentro de los factores que podemos citar y que afectan

el rango de validez estan las suposiciones simplificatorias.

Ejemplo 1.5. En la Fig. 1.5 se muestra el diagrama de bloques asociado al sistema de generacion hidroeléctrica del
Ejemplo 1.2. En este caso no se conoce como esta relacionada la salida y entrada de cada bloque. Se espera que las leyes
fisicas nos permitan obtener tales expresiones. Esta alternativa es conocida como modelacion fenomenolégica. Por tltimo,
se puede utilizar la experimentacion para obtener el modelo de aquellos sistemas en donde no es posible escribir ecuaciones
fisicas, metodologia conocida como modelacion empirica. Este es el caso de la presion arterial y/o el ritmo cardiaco del
cuerpo humano en funcion de variables de entrada como puede ser la aplicacion de algiin medicamento. &

1.3 Clasificacion de Sistemas y Modelos

Los sistemas asi como los modelos se pueden clasificar de acuerdo a las caracteristicas de los
elementos que los componen.

A . Lineal y no-lineal

Los sistemas y modelos lineales cumplen con el principio de superposicion y homogeneidad. Es decir,
si Y1(t) e ya(1) son las respuestas del sistema H a las entradas u;(t) y Uy(t), respectivamente; entonces, el
sistema serd lineal si y s6lo si se cumplen las siguientes igualdades:

H(u,(t)+u,(®) =y, (1) + Y, (1) y H (o, (1)) = ay, (1),

donde, y;(t) = H(u;(t)), y2(t) = H(ux(t)) y o es un nimero real. Estas representaciones pueden tomar la
forma de expresiones algebraicas, ecuaciones de diferencias, ecuaciones diferenciales ordinarias o
ecuaciones diferenciales parciales.

Ejemplo 1.6. Considere el circuito eléctrico de la Fig. 1.6(a), el modelo obtenido considerando las cantidades R y L
constantes (pardmetros) es,

e=Ri +1(Li) =Ri+ Lii ,
dt dt
el cual corresponde a un modelo lineal; sin embargo, si se considera el efecto de la corriente sobre la inductancia L = L(i), el
modelo obtenido es,
di dL.

e=Ri +i(Li) =Ri+L—+—1i,
dt dt dt

resultando un modelo no-lineal. Este es el caso de inductores que operan con corrientes muy elevadas y que no han sido
disefiados para operar a tales niveles, este fendmeno es conocido como saturacion. &
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B . Continuosy discretos

Hay procesos cuyas variables son discretas por naturaleza como por ejemplo el valor de la U.F. la cual
tiene un valor cada dia (variable discreta en el tiempo), a diferencia por ejemplo de una planta papelera
donde se puede saber a cada instante la cantidad de papel producida (variable continua en el tiempo).
En este curso se utilizaran los términos continuos y discretos para referirse a la calidad de la variable
independiente que es el tiempo. Asi en un sistema de evolucion continua las variables de interés
asumen algun valor en cada instante, mientras que en sistemas discretos los valores de las variables,
cambian tan so6lo en ciertos instantes.

Ejemplo 1.7. Para un depoésito P(0) se tiene que al cabo de un mes la cantidad es P(T) = (1 + 1)P(0), donde | es el interés
mensual y T es un mes. Asi, la cantidad de dinero al cabo de un mes arbitrario kT denotada por P(KT + T) esta dada por P(KT
+T)=(1 + DHP(KT) o equivalentemente,

P(KT +T) - (1 + HP(KT) = 0.

Esta expresion corresponde al modelo del proceso y es claramente discreto, pues solo hay valores para los instantes KT, que
en este caso corresponden a meses. Se sabe que la solucion de esta ecuacion es P(KT) = (1 + 1)*P(0). En este curso se
revisaran técnicas matematicas para resolver ecuaciones como las anteriores. &

Ejemplo 1.8. Hay un par inicial (macho y hembra) de conejos, Fig. 1.7. Suponer que los conejos nunca mueren y que cada
hembra gesta una pareja cada mes a partir del segundo mes de nacida. ; Cuantos pares de conejos hay en un mes arbitrario
k 2. R.: Al escribir la cantidad para los meses iniciales se puede determinar que si Y(KT) es los pares de conejos que hay en
un mes arbitrario K, con T = 1 mes; entonces, Y(KT) = y(KT-T) + y(kT-2T) o equivalentemente,

Y(KT +2T) - y(kKT+T) - y(kT) =0,

con y(0) =y(T) = 1. La expresion analitica para y(kT) se determinara con las herramientas a estudiar en este curso. &

Las ecuaciones discretas no son dominio exclusivo de los sistemas financieros o de poblacion. Por el
contrario, cualesquier realidad fisica “abordada” mediante un sistema digital queda mejor representada
por ecuaciones discretas; en particular y en ingenieria, los sistemas eléctricos y electrénicos que son
operados mediante computadoras (microprocesadores en general).

P
L E N
u — h Ffa — © Y
> » ——>
‘-uu-u--u--------u-u-u-u----e-é-t;;]-(;u; ---------------------------------- .g.é.r.l-e.;;.(;‘ol;
Fig. 1.5 Modelo de la mini-central de la Fig. 1.1.
° Y'Y °
.ooL Jj ]
e() V()
- i(t) - i - j C
o <l o <t
a) circuito RL b) circuito RLC

Fig. 1.6 Clasificacion de modelos; a) lineales y no-lineales, b) dindmicos y estaticos.
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C . Estéaticos y Dinamicos

Esta clasificacion es consecuencia de los objetivos de andlisis que se hayan planteado. Asi por ejemplo,
si el objetivo de andlisis es conocer los valores que toman las diferentes variables de un proceso cuando
las entradas son fijas, el modelo debera ser estatico, por cuanto no interesa el comportamiento temporal
de las variables. Sin embargo, si el objetivo de analisis es conocer lo que sucede a las variables del
proceso luego de provocarse un cambio en las condiciones de operacion (entradas y/o perturbaciones),
se debera considerar un modelo dindamico.

Un proceso estd normalmente en evolucion, por lo tanto, no puede hablarse de un proceso estatico, pero
si puede decirse respecto de su modelo. El andlisis mediante modelos estaticos es realmente util en la
practica, puesto que resulta conveniente para simplificar el andlisis y el empleo de técnicas de solucion
de modelos.

Los modelos estaticos generalmente se representan mediante ecuaciones algebraicas lineales y/o no
lineales, y en derivadas parciales (respecto a la ubicacion espacial). Por otro lado, los modelos
dindmicos son representados matematicamente mediante ecuaciones diferenciales ordinarias (respecto
del tiempo) o parciales (respecto del tiempo y ubicacion espacial).

Ejemplo 1.9. En la Fig. 1.6(b) se muestra un circuito eléctrico RLC. El modelo dinamico de este circuito esta dado por:

di . dv, v,
e=L—+v, i=C—+—=,
dt dt R
y el modelo estatico asociado sera tan so6lo
\/
e=v, i= EC 4

Es posible notar que la diferencia entre el modelo dindmico y el estatico es que en este ltimo no se consideran variaciones
en las variables. Notese que se obtiene haciendo las derivadas nulas o bien “abriendo” los capacitores y “cortocircuitando”
los inductores del circuito. &

D. Causalesy no-causales

Un sistema causal es aquel cuya salida es una consecuencia del valor actual y pasado de la sefial de
entrada. Los sistemas no causales generalmente surgen de algoritmos matematicos y son
representaciones abstractas, el ejemplo mas simple es el filtro promediador revisado a continuacion.

Ejemplo 1.10. Considere el conjunto de puntos que se muestran en la Fig. 1.8(a). Si se quisiera promediar tres datos

Fores de
conejos

1

1

Fig. 1.7 Clasificacion de modelos. Sistema discreto: poblacion de pares de conejos, Ejemplo 1.8.
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adyacentes se tendria — entre otras — las siguientes opciones:

y) +yk-D+y(k-2)
3

ymedl(k) =

2

y(k=D+yK)+yk+1) .
3

ymedz(k) =

La primera representa un sistema causal, Fig. 1.8(b), en cambio, el segundo filtro, Fig. 1.8(c), es no causal puesto que la
sefial de salida depende de los valores futuros de la sefial de entrada. Esto impide su implementacion en tiempo-real; sin
embargo, no es dificil aceptar que el caso no-causal no introduce retardo entre la sefial de salida y la sefial de entrada. Esta
es una caracteristica muy deseada en sistemas de filtrado. &

E. Tiempo invariantes y variantes

Todo proceso real, con mayor o menor rapidez, sufre modificaciones en sus caracteristicas, en
particular en sus parametros. Sin embargo, si estos cambios son suficientemente lentos respecto a las
caracteristicas que se desea estudiar mediante el andlisis, los parametros pueden ser considerados
constantes con el fin de obtener un modelo de este proceso. Estos modelos, cuyos parametros no son
dependientes del tiempo son llamados invariantes en el tiempo. Si por el contrario, el modelo
desarrollado considera en forma explicita la dependencia temporal de los parametros, se les llama

I I I I I I I [ [

2 B vk -
0 TTTO | OTTTO | OTTT)
w& CL“

| | | | | | | | | k
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

a)

I I I [ I [ I [ [

2 | Ymeai(K) i
1o 017, AR Ak
L1 b1

| | | | | | | | | k

0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20
b)

I I I [ I [ I [ [
2—ymed2(k) —
ISans BaAs Rans

L4 b1

| | | | | | | | | k
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

¢)

Fig. 1.8 Promediador; a) sefial de entrada, y(k), b) salida del promediador causal,
Ymed1(K), ¢) salida del promediador no-causal, Ypeqa(K).

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 9

variantes en el tiempo.

Ejemplo 1.11. En un estudio del movimiento de un cuerpo sometido a una fuerza, la masa de éste puede ser considerada
un parametro. Si el cuerpo es, por ejemplo, el trasbordador espacial, Fig. 1.9(a), su masa estara variando constantemente a
causa del combustible consumido; por este hecho, es un sistema cuyo modelo debera considerar la variacion de la masa en
forma explicita en funcion del tiempo. &

F. Parametros concentrados y distribuidos

Un modelo de parametros concentrados considera que las propiedades en un proceso asumen valores
que son independientes de su ubicacion espacial, ya sea porque se considera homogénea o porque se
define una caracteristica representativa de ella. Por el contrario, un modelo distribuido pone en
evidencia explicita la dependencia espacial de estas propiedades. Los primeros se rigen, ya sea por
ecuaciones algebraicas o diferenciales ordinarias; los segundos por ecuaciones diferenciales parciales.
La solucion de modelos de parametros concentrados es bastante mas simple que aquellas usadas en la
solucion de modelos de parametros distribuidos. En algunos casos, la solucion de éstos se logra luego
de resolver un conjunto de aproximaciones a modelos de pardmetros concentrados.

Ejemplo 1.12. Considere un intercambiador de calor como se muestra en la Fig. 1.9(b). En este caso la ecuacién que
describe el comportamiento del sistema en funcion de la longitud del intercambiador esta dada por la siguiente ecuacion
diferencial en derivadas parciales,

oT oT
pCp AE + pCpVAE =nDU (Tst —T) ,
donde Vv es la velocidad media del fluido, U es el coeficiente de transferencia entre el vapor y el liquido en el tubo, Ty es la
temperatura del vapor saturado, D didmetro interno del intercambiador, A es el area transversal del intercambiador, ¢, calor

especifico del liquido y p su densidad. En el caso de pardmetros concentrados estd descrita por la siguiente ecuacion
diferencial:

dT.
pC Ad_tz =nDU (T, —T)—-c,VA(T, -T)),

p

donde se considera que la temperatura de salida T, es la misma temperatura dentro del reactor. &

Vapor Vapor
«— «—
Liquido Liquido
—_— —_—
Vapor Vapor
«— «—
- > 7
—
Az
a) transbordador espacial b) intercambiador de calor

Fig. 1.9 Clasificacion de modelos; a) tiempo variante e invariante, b) parametros concentrados y distribuidos.
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1.4 Principios Béasicos de Modelacion de Sistemas

La experimentacion es la herramienta principal para obtener modelos de procesos, pero este
conocimiento obtenido de los fendmenos que rigen el comportamiento de muchos procesos ha sido
formalizado mediante expresiones matematicas. Las expresiones matematicas obtenidas pueden ser
usadas, a su vez, para el proposito de modelacion. Es asi como se distinguen los modelos
fenomenoldgicos y los empiricos.

Modelos fenomenolégicos, se obtienen mediante la aplicacion de leyes que rigen los fenémenos de
interés en el proceso. Es decir, se aplica la experiencia acumulada respecto a determinado fendmeno,
traducida a leyes que sintetizan un comportamiento en particular.

Modelos empiricos, son los que se determinan de la observacion directa de los resultados de excitar un
proceso con entradas conocidas, y posterior correlacion de la informacion obtenida. En estos casos se
hace total abstraccion de los patrones de comportamiento internos al proceso. La metodologia usada
para obtener modelos empiricos se le denomina identificacion de sistemas.

El uso de la modelacion fenomenolédgica requiere del conocimiento de los fendmenos que ocurren en el
proceso, y de las leyes que rigen su comportamiento. Es por ello que un modelo de este tipo,
desarrollado para un proceso en particular, puede ser representativo de otro proceso equivalente, luego
de un ajuste apropiado de sus parametros.

Dado que esta modelacion puede realizarse conociendo la naturaleza de los fendmenos, es posible
desarrollar modelos en ausencia del proceso. La obtencion de modelos fenomenologicos se basa
principalmente, en la aplicacion de las leyes de conservacion (balance) y del principio de minima
accion.

A . Ecuaciones de balance

En procesos industriales, los balances de materia y energia son de particular interés. La forma general
que tienen los balances de una propiedad P(t) en el sistema en un intervalo de tiempo es:

{cantidad de P} {cantidad de P}

generada consumida

[acumulaci(')n de P] _{ﬂujo de P} {ﬂujo de P}r

periodo de tiempo | que entra que sale | periodo de tiempo periodo de tiempo -

Haciendo el periodo de tiempo muy pequefio, At — 0, bajo los supuestos de continuidad de las
funciones involucradas se obtiene:

FO_k-Fo+c,0-c.0.
Existen dos maneras de aplicar las ecuaciones de balance con el fin de determinar la estructura del
modelo:

Balance macroscépico. El proceso en cuestion se caracteriza por propiedades globales que no
representan variaciones espaciales. Asi Fe(t), Fs(t), Cq(t) y Cc(t) son solo funcion del tiempo y la
ecuacion anterior es solo una ecuacion diferencial ordinaria de primer orden. El modelo obtenido

corresponde a un sistema de parametros concentrados.

Balance microscépico. En este caso el balance descrito por la ecuacidon anterior se realiza en un
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elemento de volumen dV, resultando la dependencia espacial de F y C. Estos balances dan lugar a un
conjunto de ecuaciones diferenciales parciales tanto con dependencia espacial como temporal. Tales
modelos corresponden a un sistema con parametros distribuidos.

B . Principio de Minima Accion

Segun este principio, que nacid con la mecanica clasica, todo proceso esta caracterizado por una
funcién de energia L{x(t)} cuya evolucidn entre dos instantes de tiempo t; y t; es tal que su integral,

J=["Lixyt,

tiende el valor minimo posible. El vector x(t) representa el vector de variables de estado del sistema. La
funcion L en sistemas mecénicos se le llama Lagrangiano, el cual corresponde a la diferencia entre la
energia cinética y potencial. La condicidon necesaria de minimo para la funcion J es,

i % —izQi i=1..,n,
dtl 0% ) 0Ox

donde los Q; representan las sefiales externas (fuerzas o torques) asociadas a la variable de estado X;.

C . Ecuacion Diferencial y Ecuaciones de Estado

La ecuacion diferencial corresponde a la representacion de un sistema a través de una ecuacion
diferencial de orden n y sobre una variable de estado,
o dy . d"'y . dy . d™ . d™u .du

v gt B g +---+ala+a0y:bm i +b s +---+bla+b(')u,

donde y es la variable de estado. Es normal considerar que se divide por a, lo que resulta en,

d"y d"'y dy d™u d™u du
+a +-- 4+ —+ b,—+b, ,——+:--+b, —+byu,
dt" M de™! %Y =B gem Pt g bt

mod'u
o en forma resumida como Z a Z d_ donde a, = 1.

Ejemplo 1.13. Escriba una ecuacion diferencial que describa el circuito de la Fig. 1.10. R.: En este caso se tiene que

e(t) = Rit)+ L 20 AU ACIPLIAC)
dt dt dt dt

+Vv (1) y ademas que i(t)= C . Por lo tanto, e(t)=RC +V,(t), lo que se

d'v (t) R v, () —V (1) ——e(t) porloquen=2,m=0,a, =R/L, a,=1/(LC)

puede escribir ordenadamente como, >
dt L dt LC

y by = 1/(LC). #

En el caso de las ecuaciones de estado, el sistema se representa por un conjunto de n ecuaciones
diferenciales de primer orden. Para ilustrar el concepto de estado de un sistema consideremos el
circuito mostrado en la Fig. 1.10 y definiendo,

- variables de estado: X;(t) = vc(t), X2(t) = i(1),

- entrada: u(t) = e(t),

- salida: y(t) = i(t),
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el modelo se puede escribir como,

x®]1 [ 0  1cxw® 0, oo 1 X®
%) | |-1/L —RM.XJU+_ULU(L yo=l ]xgn'

De esta forma se puede ver que cualquier variable de salida que se quiera definir estara determinada por
estas variables de estado. El numero de variables de estado es el orden del sistema y estd intimamente
ligado con el numero de acumuladores de energia que son l.i.. En forma general la ecuacion de estado
de un sistema queda representada por,

x=f(x,u,p), y=h(x,u,p),
0 en sus componentes,

Xl f1 (Xa u, p) yl h1(Xaua p)

b

Xn fn (X9u9 p) yq hq (x,u, p)

en donde, x = [X; ... Xa]" es el vector de variables de estado, u = [u; ... up]T es el vector de entradas, y =
[y ... yq]T es el vector de salidas, p = [p; ... pm]' es el vector de perturbaciones. La segunda ecuacién
siempre representa las mediciones que podemos realizar, ya sea ficticias o reales. En el caso lineal se
puede escribir,

x=Ax+Bu+ Ep, y=Cx+Du+ Fp,

donde A, B, C, D, E, y F son matrices de parametros con dimensiones apropiadas. Si hay n variables

R L
—AN—YY
+ 1
e —_ Ve * Cc
i
<

Fig. 1.10 Circuito serie RLC.

A

» D

Ve

Fig. 1.11 Diagrama en bloques de las ecuaciones lineales dindmicas generalizadas.
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de estados, entonces siempre se cumple que las dimensiones de cada componente son; x: N, u: p, p: m,
y: g, A: n'n, B: n-p, C: g-n, D: g-p, E: n'm, y F: g'm, respectivamente. Una representacion en diagrama
de bloques se muestra en la Fig. 1.11.

1.5 Transformaciones de Similitud en Ecuaciones de Estado

Las transformaciones de similitud representan un cambio de coordenadas de las variables de estado, y
estan expresadas por una matriz invertible de manera que z = Tx, donde x es el vector de estados
original y z es el nuevo vector de estados, por lo tanto, x = Tz y por ende dx/dt = T"'dz/dt con lo que
la representacion original x= Ax + Bu + Ep, y = Cx + Du + Fp, queda,

T'2=AT'z+Bu+Ep, y=CT'z+ Du+ Fp,
multiplicando la primera ecuacion - por la izquierda - por T, se obtiene finalmente,
2=TAT'z+ TBu+ TEp, y=CT'z+ Du+ Fp,
Normalmente se acostumbra definir nuevas matrices de parametros. Es decir, At = TAT'I, Bt = TB,
Cr= CT'l, Dt =D, Er =TE, Fy =F. Por lo que la representacion alternativa quedaria,
z=Arz+ Bru+ Erp, y=Cyz+ Dru+ Frp,

Es importante destacar que los vectores de entrada u, perturbaciones p y la salida y no son alterados,
tan solo las matrices de parametros y las variables de estado originales han sido modificadas. Un caso
particular interesante y util es la transformacién de similitud que trasforma la matriz A en una matriz
diagonal A = diag{A;, As,... , An}, asi debemos encontrar T tal que, TAT' = A o bien AT = T'A. Sea,
T' = [V1, V2,... , Va], por lo tanto, A[vy, Va,... , Vo] = [V1, V2,... , Va]diag{A;, Aa,... , An}, lo que resulta
en [Avy, Ava,... , AVa] = [MV1, AaVa,... , AnVa], por lo tanto, los vi que componen T~ son los que
cumplen con,

Avi = \jvi, i=1,2,...,n

. -1 .
es decir, las columnas de T™ son los vectores propios de A.

0 0 -1/3,, k,/J, 0
. . . . 0 —-d,/J, 1/, 0 0
Ejemplo 1.14. El sistema de la Fig. 1.12 tiene el modelo dado por, A = K K 0 0 , b= Rk
—k,, /L 0 0 -R/L 1/L
0
1/, . . . . .
y e= 0 (ver anexo), considerando a X; = @p, Xo = o, X3 = 1, X4 = I3, U =V,, p =1,. Si por el contrario, las variables de
0

maquina cc carga

Fig. 1.12 Accionamiento en c.c. con ¢je flexible.
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01 00
) . I -1 0 0 .
estado requeridas son z, = @, Z, = @y - 0, Z3 = t, Z4 = Iy, entonces, T es, T = 00 10 y por lo tanto las matrices de
10 0 0 1
—d, /J, 0 1/3, 0 | 0 -1/3,
. d,/J, 0 -1/3,-1/3, k,/J, 0 1/,
la nueva representacion son, A, = , by = ,y ep =
0 k 0 0 0
—k.,/L —k,/L 0 -R/L | 1/L 0

1.6 Linealizacion

Como se menciond en el capitulo anterior la linealizacion es una técnica para simplificar un modelo y
tiene por objetivo en particular la obtencion de un modelo lineal. La ventaja de los modelos lineales
reside en la abundante cantidad de herramientas para el andlisis de éstos y la posibilidad de obtener una
solucion en forma analitica de su comportamiento.
Analicemos el caso de un sistema monovariable descrito por la siguiente ecuacion diferencial ordinaria
de primer orden,
X= ax = f(x),

dt
y consideremos un punto cualquiera X, en la trayectoria de X. Asi desarrollando en serie de Taylor la
parte derecha de la ecuacion se obtiene:

1 1 df (x) 1 d*f(x) 5
f(x)=—f(x +— X=X )+——= X=X ) +---,
) 0! Ol 1! dx ( o) 2! dx? X_XO( 2
considerando tan solo el término de primer orden, tenemos,
, 1 1 df (x) df (x)
X=f(x)=—f(x +—— X—=X,)=T(x,)+ X—X,).
00 =G F O #3175, XX TOD+= (X%

Si se define la variable desviacion AX = X - X, como la diferencia entre la variable X y el punto donde se
hizo la linealizacion X,. En particular, si se supone que el punto de linealizacion corresponde a un punto
de equilibrio del sistema, es decir

_dx

>‘<|X0 ot

= (x|, =f(x)=0,

Xo

entonces, al derivar la expresion AX = X - X, se tiene,
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el cual corresponde a un modelo lineal en AX.
En general, si consideramos un sistema no-lineal MIMO como,

X = f(X,ll, p)a y = h(X,ll, p) ’

0 en sus componentes,

Xl f](xa u, p) yl h](xaua p)

% | [fheuwp] |y, | [h&xuwp)
una representacion lineal en torno a un punto de operacion dado por u,, X, Po, Yo €S,

Ax = AAx+BAu + EAp, Ay = CAx+DAu+FAp,

donde, A=Awp) g up) c_oxuwp) o ohxup)
S ou [ ox |y ou
P, PP, P=p, p=p,
Ezﬁf(x’u’p_) > F=—ah(x’u’p) ; Yy AX, Au, Ap, y Ay, son variaciones de X, u, p ey,
° Lo I
P=Po P=p,

respectivamente, en torno al punto de operacion dado por u,, X,, Po, Yo NOtese que en el caso no-lineal
U,, Xo, Y Po satisfacen,

0 = f(Xo, Uo, Po)-

En general, al tener un valor para las entradas u, y p,, s€ encuentran los valores de x, que satisfacen la
expresion anterior, los valores de y, se determinan de,

Yo = h(X09 Uy, po)-

Ejemplo 1.15. Considere el estanque piramidal invertido de la Fig. 1.13(a), cuyo modelo dinamico esta dado por,
X 2 _ [ 2 f (x,u,

X= { .1} = az(pl U=k Ox ) /X 1= { (x.u p)} , donde X; es la altura de la columna de agua en el estanque h, x; es
X 3a (p1 pz_(p1+u)xz)/xl fZ(X’u’p)

la concentracion de producto Cs, U es el flujo de entrada del liquido sin producto f,, p; es el flujo de entrada de liquido con

producto f, y p, es la concentracion del producto en este ultimo ¢,. Este modelo es claramente no lineal, para linealizarlo
encontramos sus derivadas con respecto a las variables de estado, entrada y perturbaciones para obtener el modelo,

Ax | [ef /ox  of /ox, ax ] [of,/ou Ay | Oi/op of/op, Ap,
A, | |of, /% of,rax, | A% | |efseu] of,/op, of,/ap, |, . [Ap, ]

cuyo resultado es,

i i — azgkv _ Zaz( plO + uo - I(v \I gXlo ) O _ a2 gkv 0
Ao oX, OX, _ 2%\ 9%, X _ 2 lgxl_o
% i _9a2(plop20_(plo+uo)xzo) _3a2(plo+uo) 0 _3a2(p10+uo)
X, OX 4 3 3
Lo Xio Xio Xio
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of, a o o a 0
bo| ou Xo | p_|oP op _ X,

af, 3a’x, | of, o, 3a%(p,, —X,,) 3apy,

U L, p, x, Xty 2 G USS N X5o Xio

Notese que el modelo resultante, Ax = AAx+bAu+ EAp, tiene matrices A, b y E dependientes del punto de operacion.

Resultados de la simulacion del sistema se muestran en el Fig. 1.13(b). La linealizacion corresponde a una entrada U, = 1
1t/s. Claramente, el sistema lineal indica otro punto de operacion y otra dinamica al alterar la entrada del sistema. Esto era
esperable dado que la linealizacion es un método aproximado, que es mas exacto en la medida que se esta cerca del punto de
operacion. &

Ejemplo 1.16. Linealizar y simular el circuito elevador ilustrado en la Fig. 1.14(a). R.: El circuito de la Fig. 1.14(a) tiene

por modelo promedio a e = L% +v(l-d) e il1-d)=C %+% (parametros en el anexo). Al linealizarlo se encuentra que,
- .
11, L] o
A= RC C b= C Ce=|1|.
_1-d, 0 v, L
L L

Notese que el modelo resultante, Ax = AAx+bAU +eAp, tiene matrices A y b dependientes del punto de operacion. Los

. V .
cuales estan dados por e, =V, (1-d;) e i,(1-d,) :E", por lo que dados €, y d, (entradas) se puede encontrar V, € I.

flujo de agua [lt/s] vs tiempo [hrs]

: sensor de
concentracio

5 10

15 20

altura [m] vs tiempo [hrs]

Fig. 1.13 Estanque piramidal invertido; a) estanque, b) simulacion del sistema original (linea continua) y del sistema

linealizado (linea segmentada).
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Resultados de la simulacion se encuentran también en la Fig. 1.14(b) y (c). Notese que la linealizacion entrega resultados
equivocados tanto dindmica como estaticamente; sin embargo, ante cambios de la perturbacion (sefial e), es exacta, lo que se
debe al efecto lineal que tiene la perturbacion sobre el sistema real. &

1.7 Alcances del Curso 543 214

En este curso se estudiaran sistemas lineales del tipo continuo y discreto. Serd de especial importancia
la modelacion de éstos mediante el analisis fenomenoldgico, para lo cual se revisaran las leyes fisicas
basicas de la ingenieria. Los sistemas mecénicos, hidrdulicos, electromecanicos y térmicos seran
revisados acuciosamente. La modelacion de sistemas eléctricos se asume conocida.

Las sefiales serdn analizadas formalmente en este curso para dar paso al estudio de las transformaciones
de éstas, comenzando por la Transformada de Laplace para sefiales continuas. Las sefiales discretas
seran analizadas como el resultado de una transformacion de sefiales continuas. Para el estudio de éstas
se utilizara la Transformada Z. La Transformada de Fourier de sefiales continuas y discretas sera
introducida sobre la base de la necesidad de un operador de uso facil para sefiales periddicas.

Los modelos de sistemas estaran basados en ecuaciones diferenciales de orden n o en n ecuaciones de
estado. Se revisardn distintos métodos de solucidon de estas ecuaciones con el animo de introducir
algunos conceptos nuevos como lo es la Matriz de Transicién de sistemas y sus propiedades. Los
resultados anteriores daran paso al concepto de Funcion de Transferencia — uno de los mas importantes
en sistemas — y con ello los conceptos de polos y ceros, para finalmente presentar una alternativa de
representacion grafica de la Funcion de Transferencia conocido como Diagrama de Bode.

Finalmente, se revisaran los conceptos de estabilidad de acuerdo al tipo de representacion del sistema.
Con esto nace el concepto de estabilidad de entrada/salida — relacionado con los polos del sistema — y
el de estabilidad interna, este ultimo relacionado con los valores propios de la representacion en
variables de estado.

1.8 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

D
= +
p—
_
_ ¥
=+
1
py)

Sw(t)

20 T T T T T T T T T
b) W
v(t) real

promedio

10

linealizado

1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Fig. 1.14 Convertidor dc/dc elevador; a) circuito, b) comparacion de voltajes, ¢) comparacion de corrientes.
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A.

l.-
2.-

2.
3.-
4.-

I.-

3.-
4.-

Nivel basico.

Indique por lo menos tres objetivos de estudio en las realidades fisicas ilustradas en la Fig. 1.15.
Identifique para las realidades fisicas anteriores todas las cantidades posibles asociadas a cada
uno de los objetivos de estudio propuestos.

Clasificar las cantidades anteriores — para cada objetivo — en variables de estado x = [X;, X, ...]T,
salidas y = [y1, Y2, ...]", entradas u = [uy, Us, ...]", perturbaciones p = [p1, P2, i y parametros.
Clasifique los sistemas anteriores en lineal/no-lineal, continuo/discreto, estatico/dinamico,
causal/no-causal, variante/invariante, concentrado/distribuido.

Nivel intermedio.

Como se identifica matematicamente un sistema variante/invariante.

Como se identifica matematicamente un sistema de parametros concentrados/distribuidos.
Como se identifica en términos practicos un sistema variante/invariante.

Como se identifica en términos practicos un sistema de pardmetros concentrados/distribuidos.

Nivel avanzado.

Detalle lo mas posible cinco sistemas de parametros distribuidos que se pueden encontrar en las
variadas disciplinas de la ingenieria.

Detalle o méas posible cinco sistemas que sean intrinsecamente discretos o que contengan alguna
componente discreta importante.

Discuta si un computador personal es un sistema de parametros concentrados o distribuidos.
Discuta si una tarjeta de red es variante o invariante en el tiempo.
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A4

= h1
A =
>} h,
LT,
Fo | R

]

e
Fs

=)

yr(D)

Fig. 1.15 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,

e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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2 Senales en Sistemas

Las variables en sistemas son sefiales que evolucionan de acuerdo a las de
entrada. Para caracterizar los sistemas se introducen sefiales estandar que
son revisadas en este capitulo. Se destaca las sefiales escalon, rampa y
sinusoidal. Se introduce la sefal delta tanto continua como discreta como
una necesidad matematica para el andlisis de sistemas. Se revisa la
transformacion mas recurrida en el analisis de sefiales como son la
Transformada de Laplace y se introduce y revisa en profundidad la
Transformada Z para sistemas discretos.

2.1 Introduccidn

En este capitulo se introduce formalmente el concepto de sefial y se definen las sefiales normalizadas.
A partir de operatorias sobre sefiales continuas se introducen las sefiales discretas y por dualidad se
definen las sefiales discretas normalizadas.

A . Conceptos

Entre los conceptos mas importantes esta el de sefial y el de soporte de ésta.

Def.: Seiial es una funcion matematicamente definida que representa la evolucién de una magnitud de
un proceso, Fig. 2.1, Fig. 2.2.

Def.: El soporte de una sefal corresponde al rango de la variable independiente en el cual la sefial no
es idénticamente nula. Asi, D es el soporte de f(t) si:

=0 te¢D
f(t){ =0
#0 teD

Def.: Una sefial se dice con soporte positivo si no es equivalentemente nula para todo valor real

Modelo 1

altura
Objetivo 1—p Sistema 1 4 Modelo 2 > Magnitudes < voltaje
Modelo 3

. flujo
Objetivo 2 —p Sistema 2 Y
Proceso

Objetivo n —p Sistema n
Fig. 2.1 Asociacion de magnitudes a un sistema.
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positivo de la variable independiente.
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Def.: Una sefial se dice con soporte negativo si no es equivalentemente nula para todo valor real

negativo de la variable independiente.

Def.: Una sefial se dice con soporte compacto si no es equivalentemente nula en un rango

determinado de valores de la variable independiente.

Ejemplo 2.1. En la Fig. 2.3 se muestran las sefiales definidas por,

Asin(2nft—m) t>0 2 te[2,3]
f1 (t) = s fz (t) = s
0 t<0 0 otro valor

donde puede verse que la primera tiene soporte positivo mientras que la segunda tiene soporte compacto. &

B . Propiedades

Simetria. (Senales pares e impares, Fig. 2.4) .
La sefial Xy(t) es par si Xp(t) = Xp(-t) (simetria c/r eje y).
La sefial xj(t) es impar si Xj(t) = -Xi(-t) (antisimetria c/r eje y).

- T T 0 T
En sefiales pares se cumple que: J:T X, (1) = 2]0 X, (1), .[4 X, (1) = J.O X, (1)

- . T 0 T
En sefiales impares se cumple que: j_T X)) =0, J_T X (1) = —J‘O X (t).

Pro.: Toda sefial X(t) puede ser descompuesta en una sefial par Xy(t) y una impar Xi(t), tal que X(t) = Xp(t)

+ Xi(t), donde,
altura voltaje corriente
2 1 2 1 4 |
1~ N 1 20 —
0 t 0 | t 0 l L t
0 5 0 5 0 5

Fig. 2.2 Evolucion de magnitudes en el tiempo.

fl f2
2 T T
2 -
0 -
- | t 0 ] t
0 5 0 5

Fig. 2.3 Soporte en sefiales.
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X(t) + x(-t) X (1) = X(t) —x(-t) .

X, (1) = 5 y 5

Periodicidad. x1(t) es periddica si Xr(t) = x(t + kT), k € Z de periodo T, o bien, x1(t) € [a, b] = x1(t)
[a+ KT, b +KT].

Ortogonalidad. Dos senales Xi(f) y Xx(t) son ortogonales en [a, b] si bel(t)xz(t)dt:O 0
<X (0, %) >=0 6 || x ®[[[ x,()[| cos(ar) = 0.

C. Indices de Sefiales

Son valores numéricos que tratan de describir una caracteristica de la sefial. Entre los mas utilizados
estan:

: [
Esperanza Media: f,, = b a f(t)dt Momento estadistico 1
—_ a a
Varianza Momento estadistico 2% Energia
. , 1 ¢b,,
Potencia Entropia RMS: f = v a f=(t)dt
— a a

2.2 Sefales de Prueba

Las sefiales de prueba se utilizan para caracterizar los sistemas. La sefial se aplica a la entrada de éstos
para estudiar la respuesta en el plano del tiempo como en el de la frecuencia. A continuacién se
introduciran las sefales mas utilizadas en las distintas disciplinas de la ingenieria.

A . Impulso

El impulso 5(t) es una funcion continua “inventada” para apoyar el analisis de sistemas lineales. Hay
tres formas de definirla. Estas son,

Def.: El impulso d(t) es una funcion de valor no nulo en t = 0 y de area unitaria; matematicamente,

f] f2

4 T 10 I

2 - o -

0 t -10 : t
-2 0 2 - 0 2

Fig. 2.4 Seiial par x* e impar X
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o(t)=0 t=0
[ smadt=1

Def.: El impulso 5(t) es una funcién definida en funcién de la funcion auxiliar or(t) - ver Fig. 2.5(b) -
como,

8(t) = lim 3, (t).

Def.: El impulso d(t) es una funcién definida en funcion de sus valores instantaneos como,

5(t) = 0 t=0
o t=0"

Notar que, [~ 8(t) f (tdt = [ (0) f (0)dt = £ (0)[ 5(0)dt = (0).

B . Escalén

El escalon u(t) es una funcidon continua cuya definicion se ajusta a la percepcion intuitiva de ésta. Hay
también tres formas de definirla; éstas son,

Def.: El escalon u(t) se puede definir mediante una integral como u(t) = J.j d(t)dr.

3(t) &1(t)
| |
2 n Ut 21 1
0 I t 0 t
-2 0 2 -2 0T 2
a) b)
Fig. 2.5 Senales de prueba; a) impulso, b) funcion auxiliar d(t).
u(t) ur(t) r(t)
T | 2 T
1 1 1 1
1
uT
0 too oo t
-2 0 2 -2 0T 2 -2 0 2
a) b) )

Fig. 2.6 Seiales de prueba; a) escalon, b) funcion auxiliar, ¢) rampa.

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.




Apuntes: 543 214 24

Def.: El escaldn u(t) se puede definir mediante una funcién auxiliar como u(t) = %m(} u; (), Fig. 2.6(b).

0 t<O0
Def.: El escaldn u(t) se puede definir por partes como u(t) = {1 (50’ Fig. 2.6(a).

C. Rampa

La rampa r(t) es una funcion continua que se obtiene integrando el escalon. Sin embargo, otras
definiciones también son validas. Estas son,

Def.: La rampa r(t) se puede definir mediante una integral como, r(t) = j_t u(t)dr.

0 t<O0
Def.: La rampa r(t) se puede definir por partes como r(t) = {t (50’ Fig. 2.6(c).

Def.: La rampa r(t) se puede definir alternativamente como r(t) =tu(t).

dr(t)

Notar que, d—tt: u(t), du(®)

— =00, 1= [ umdr.y que ut= | s(nyds.

D. Exponencial

(—a+jb)t

La funcién exponencial se expresa como, f(t)=e ,conj’=-1.

Dependiendo del valor que posea el parametro b es posible tener,

Conb=0  exponencial real, f(t)=e™ Fig.2.7.
. a > 0 exponencial decreciente.
. a < 0 exponencial creciente.

Conb=#0  exponencial compleja, f(t)=e " =g ®ei =g *(cosbt+ jsinbt), Fig. 2.8, donde el
modulo es ey la fase es bt.

E. Sinusoidal

La funcion sinusoidal se expresa como f (t) = Asin(ot +¢) = Asin(2nft + ¢) y es mostrada en la Fig.

2.9; donde, A: amplitud, o: frecuencia angular con o = 2xf = 27/T, ¢: fase.

F . Sefales en sistemas

En esta seccion se analiza la respuesta que presenta un sistema ante una entrada de prueba. En un
primer caso analizamos el sistema mecanico lineal masa-resorte-amortiguador, al cual se le aplica en
forma consecutiva aproximaciones de la funcion impulso. Estas aproximaciones son un pulso cuya
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duracion disminuye mientras su amplitud aumenta manteniendo siempre el area unitaria. Los resultados
son mostrados en la Fig. 2.10, donde se aprecia que la respuesta dada por el sistema converge a una
oscilacion de segundo orden.

Ahora se aplica una entrada que es una funcion sinusoidal de amplitud constante pero frecuencia
variable. En la Fig. 2.11 puede verse que la respuesta del sistema es también una sinusoidal de igual
frecuencia a la de entrada pero su amplitud depende de la frecuencia de entrada como se puede apreciar
en la Fig. 2.11(b).

Finalmente se analiza el estanque concavo no lineal. A este sistema se le aplica una funcion de prueba
sinusoidal de dos frecuencias distintas, y es posible apreciar que la respuesta del sistema ya no es una
sinusoidal como se muestra en la Fig. 2.12, esto implica que en la salida existen frecuencias que no
estan en la entrada.

Ademas es posible apreciar que al aplicar la misma funcion de entrada pero en dos puntos de operacion
distintos la respuesta del sistema es diferente, lo que no ocurre en sistemas lineales.

2.3 Transformaciones sobre Sefnales

Las transformaciones se aplican sobre una o mas sefales para dar origen a otra sefial. Entre las mas
conocidas estdn la normalizacion, discretizacion y convolucion. Las transformaciones se dividen en
simples como las aplicadas sobre una sefial y las complejas (en el sentido de complicadas) como las
aplicadas sobre dos sefiales.

L2

1

R

0

a)

a)

Fig. 2.7 Exponencial real, b = 0; a) decreciente (a > 0), b) creciente (a < 0).

b)

R

R

b)

s

-5 Oy

1R

=5y

-5

0

d)

Fig. 2.8 Exponencial compleja,; a)a=0,b>0),b)a=0,b<0;¢)a<0,b>0),b)a<0,b<0.

2

=2

0.5

1

Fig. 2.9 Sinusoidal, A= 1.5, T=0.5, ¢ = 90°.
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A . Transformaciones Simples
Una funcion cualquiera puede ser modificada utilizando, f(t) — g(t)=af(at+b)+p cona, B, a,yb

como parametros de la transformacion.

Transformaciones sobre la variable dependiente, Fig. 2.13. Corresponden a a = 1, b = 0, por lo
tanto,

fO—>g®=af O+

|| > 1: Amplificacion.

la| < 1: Atenuacion.

o =0 : Anulacion.

a <0 : Inversion, reflexion c/r eje g(t) = B.

W////////////////% . Posicion y fuerza normalizada
' T T T T T T T
X! k F(t) :
ot .k /\/\ .
d Z s ¢
o= . 1 IR 1 1. 1 1 1
V. /A 0 3 10 15 20 25 30 35 40

Fig. 2.10 Respuesta aproximada a impulso en F(t); a) masa-resorte-amortiguador, b) respuesta.

WL

X0)|

N 2

=2

|
V. o227/ 0 5 10 15 20 25 30 35 40

Fig. 2.11 Respuesta a entrada sinusoidal del sistema masa-resorte-amortiguador para varias frecuencias.

flujo de ent. 1t/s - altura m
] ]

20 T T T T T T T T T

5

Fig. 2.12 Respuesta a entrada sinusoidal del sistema no-lineal (estanque) para dos puntos de operacion.
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>0 : Corrimiento hacia arriba.
B <0 : Corrimiento hacia abajo.

Ejemplo 2.2. Normalizacion. Sea f, el minimo de f(t) y f; el maximo de f(t), entonces, la sefial g(t) = af(t) + B es

, B= : Of quedando sus valores en el rango 0-1. Lo anterior es debido a
1~ Y

normalizada entre sus maximos si o =

fl_fo
que,
f(t)e[f()a f]]
f(t)_ fo E[O, f1 - fo]
fO-f, _

0,1
s [0,1]
f-f, _ 1 fm+_%
fl_fO fl_fo 17 Yo

Lo anterior demuestra que la sefial resultante es normalizada, pues su rango queda entre 0 y 1, Fig. 2.14. La normalizacion
en muchos casos no se realiza entre el minimo y el maximo, en cambio se realiza entre 0 y un valor nominal. &

Transformaciones sobre la variable independiente, Fig. 2.15. Corresponden a oo = 1, B = 0, por lo
tanto,

f(t)>g()= f(at+b)

|a| < 1: Dilatacion.

|a| > 1: Compresion.

a<0: Reflexionc/rejet=nh.

b>0: Desplazamiento a la izquierda (derecha) con a > (<) 0.
b<0: Desplazamiento a la derecha (izquierda) con a > (<) 0.

Ejemplo 2.3. Retardo. En este ejemplo se muestra el efecto de retardo que se produce en una correa transportadora, donde
el flujo de entrada requiere un cierto tiempo t; para llegar a la salida, como se muestra en la Fig. 2.16. Asi,

f,(t) = f,(t—t,) donde el retardo es posible calcularlo a partir del largo de la correa transportadora d y de la velocidad que

f(t) ), a=1,B=2 gt), a=1,p=-2 gt),a=2,B=0 g(), ¢ =0.5,3=0
5 T T 5 T T 5 T T 5 T T 5 T T

=i

| | t | | t 1 | t | | t | | t
0 5 0 5 0 5 0 5 0 5

Fig. 2.13 Transformaciones sobre la variable dependiente.

f(t) g(t), = 0.33,p=0.33
T T T T
2 — 2 —
_ 1 L1t | L1t
2 0 5 2 0 5

Fig. 2.14 Transformaciones sobre la variable dependiente: Normalizacion.
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esta posee V como t; = d/v. Asi la funcion de salida corresponde a una transformacion sobre la variable independiente
tiempo. &

Ejemplo 2.4. Desplazamiento. Una rampa desplazada queda como se muestra en la Fig. 2.17. La rampa es,

0 t<0

f(t)=r<t>={t o

por lo que la rampa desplazada en 2 unidades de tiempo es,

0 t-2<0 0 t<2
g(t)=f(t—2)=r(t—2):{ _{

t—2 t-2>0 |t-2 t>2’

en este caso se tiene, b = -2 (desplazamiento hacia la derecha). %

Ejemplo 2.5. Descomposicién. Una sefal puede ser escrita como combinacion lineal de sefiales de prueba. En este caso se
analiza la funcion ilustrada en la Fig. 2.18. En este caso, f(t)=-u(t)+2u(t-1)+u(t—2)—3u(t—4), en donde la funcion

original es compuesta por la suma de cuatro funciones escalon convenientemente amplificadas y desplazadas. &

Ejemplo 2.6. Una sefial diente de sierra se puede descomponer como una suma de rampas como la ilustrada en la Fig.
2.19. La expresion general utilizando la expresion de cada diente es,

fy=2r®)-2rt-H-2ut-D+2rt-1)-2r(t-2)—2ut-2)+---+
2r(t—k)=2rt—k-1)—2u(t—k—1)+--- ’
esta sefial, al igual que el caso anterior esta compuesta por una sumatoria de rampas y escalones que generan cada una de los

dientes de la sefial diente de sierra. Una expresion general es, f(t)= ZZr(t —i)—r(t—-i-1)—u(t—i-1). La expresion
i=0
anterior es una representacion alternativa a la Serie de Fourier de la sefial periddica. &

f(t) gt),a=1,b=1 gt),a=1,b=-1 g(t),a=2,b=0 g(t),a=0.5,b=0
I I I I T T T T I I
5 51 5 - 5 5 7]
o Lok Lo o Lo -
| | t | | t | | t | | t 1 1
0 5 0 5 0 5 0 5 0 5

Fig. 2.15 Transformaciones sobre la variable independiente.

f(t) g =f(t-2)
1

fe’ T T
£ ; - { <
m e
—> - v, | | 0o n 0 1
Q O
< d > _ | [ | Lt
fe 2 0 5 2 0 5
a) b)
Fig. 2.16 Ejemplo de retardo. Fig. 2.17 Ejemplo de desplazamiento.
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B . Transformaciones Complejas

Convolucion (Integral de Convolucion)

Def.: Se llama convolucion de f(t) con g(t) y se denota por f(t)*g(t) a la integral,

fM*g® =] ft-mg@dr=h@.

Notese que esta transformacion utiliza dos sefales para dar origen a otra sefial.
Si g(t) tiene soporte positivo, entonces,

f(t)*g(t):J.jo f(t—r)g(r)drzw+ﬁ f(t—r)g(r)drzjow f(t—1)g(r)dr.

Si f(t) tiene soporte positivo, entonces,
e} t 0
fO*g0 =] ft-vg@de=[_ ft-ng@mdt+| f-ng(dr.

considerando que si t - T =X, entonces -dz=dX y como 1

)
t

—00
, entonces X|0 , por lo tanto,

fo*gm =] ft-ng(de-| ~ Fg(t-xdx= " f(t—r)g(r)dww.

Si f(t) y g(t) tienen soporte positivo, entonces,
f(*g)= J._tw f(t—-1)g(t)dt= W+ﬁ f(t—1)g(t)dt= J.(: f(t—1)g(r)dr.

Importancia de la convolucion

f(t) fi(t) fo(t) f3(t) fi(t)
2

sk I T ] I I T T T T T T
— 0 -
0 1 2
0 _ 2
0 _
| | t — | | t | | t | | t— | | t
0 5 2 0 5 0 5 0 s YT s
a) b) ©) d) [9)

Fig. 2.18 Descomposicion de sefiales; a) funcién compuesta, b)-c)-d)-e) seiales basicas.

f(t) fi® fa(t) f3(H)

a) b) ©) d)

Fig. 2.19 Descomposicion de sefiales; a) tren de rampas compuesta, b)-¢)-d) rampas individuales.
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Si se aplica fo(t) = 8(t) a un sistema; entonces, la salida del sistema es una funcion que llamaremos
hest(t). Se encuentra que la salida h(t) para una entrada arbitraria fe(t) cumple con h(t) = fe(t)*hest(t). La
demostracion de esta importante propuesta se realizard mas adelante.

Propiedades de la convolucion

Conmutatividad,
fO*g®=g®)* f ).

Para demostrar la propiedad anterior se utiliza la definicién de convolucion,
fo* g =] ft-ng(dr.

. . o0 —00
considerando que si t - T =X, entonces -dz= dX y como T|_w , entonces X|w , por lo tanto,

f(t) 9(7)
T T T T T T T T
F _ = TR RELS -
| t | | | | t
0 -2 0 2 4 0 -2 0 2 4
f(-1), g(1) f(-t)g(r)
T T T T T T T T
B A -] = _
f(t*g(t)
T T T T
] | t I | | | t L
0 -2 0 2 4 0 -2 0 2 4 !
f(1-1), 9(v) f(1-1)g(v)
T T T T T T T
| 1 | t
1= e 7 L 0 2 4
| | | t
0 -2 0 -2 0 2 4
f(2-1)g(7)
T T T T T
1 1 .
] | | t
0 -2 0 =2 0 2 4

Fig. 2.20 Convolucion de sefiales continuas.
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fO*g® =-[ " fogt-xdx=|" fmgt-ndx=[" gt-1)f@dx=gt)*f(v).
Distributividad con respecto a la suma,
f@)*[g®+h®)]=f®)*g®)+ fE)*h(t).
Asociatividad,
fF@)*[g®*hO]=[F®)*g®O1*N().
Convolucién con un Impulso,
f(t)*8(t—t,) = f(t—t,).

f(t)*s(t—to)=f’ f(t—t)é(t—to)dr:f f(t—t,)8(0)dt = f(t—to)f’ 5(0)dt= f(t—t,).
Convolucion con un Escalon,

fo*um =] fdr.

Ejemplo 2.7. Convolucion de dos sefiales continuas como las ilustradas en la Fig. 2.20. &

Discretizacion

El proceso de convertir una sefial continua en una discreta se conoce como muestreo; es decir, consiste
en obtener muestras, un numero finito de ellas (o por lo menos numerable), de una funcién continua.
Es corriente que las muestras sean tomadas a distancias o intervalos regulares de tiempo.

Muestreador. Se considera un switch que se mantiene cerrado T unidades de tiempo de un total de T,
como se muestra en la Fig. 2.21.

Muestreador ideal. En este caso el tiempo de cerrado del muestreador se hace tender a cero. Asi, la
definicién es S;(t) = TIILI}) S; (t) enla practica T¢ <<< T, y se muestra en la Fig. 2.22.

1 kT=0
Representacion del muestreador ideal. Para esto se introduce la sefial 3(KT)= {0 KT 20’ donde T es
#

la distancia entre valores y k entero, entonces la sefial Si(t) = Si(kT) se puede definir como

S,(kT)= ZS(kT —IiT), por lo tanto, la representacion de la salida del muestreador ideal queda como,
i=0

y(kT) = Zw: y(iT)S(KT —iT).

i=0

Muestreador con retencion. Debido a razones tanto de orden practico como teorico, se introduce el
muestreo de drea. En el muestreo de area las muestras no son iguales a la amplitud sino a un érea, en el
caso mas simple y mas comun, esa area corresponde a la multiplicacion del intervalo de muestreo T por
la amplitud. La utilizacion del muestreador con retencion se ilustra en la Fig. 2.23.
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Representacion muestreador con retencion. La salida del muestreador con retencién esta dada por

y(t) = Z u(im)d; (t—iT)T . Notese que de la Fig. 2.23 se puede observar que, u(t) zyrr(} y(t), por lo

i=—c0

tanto, u(t) = ¥1n% Z u(iT)d, (t—im)T = f u(t)d(t—t)dt =u(t)*3(t), como ya se conocia.

2.4 Sefales de Prueba Discretas

La senal 8(KT) introducida para representar al muestreador ideal corresponde a una sefal discreta
conocida como impulso discreto. Similarmente, se introducen a continuacidn otras sefiales que son la
base de generacion de sefiales discretas.

A . Impulso Discreto

Def.: El impulso discreto se define como,

1 kT=0

8(kT)={0 KT 20

y es mostrado en la Fig. 2.24.

B . Escalén Discreto

. ) 1 kT >0
El escalon discreto es el muestreo del escalon continuo, por lo tanto, Uu(kT)= , y es
0 kT <O
mostrado en la Fig. 2.24.
u(t) y(® u( y(kt) u() y(kt) y(®
—> _/_ST —> —> _/_S— —> —> _/_S— » retentor [—»
1 ! 1
u(t) u() u®
2 2 2
0 ‘ 0 L 0 :
0 2 t 0 2 t 0 2 t
I T T
St(t) Si(t) (kT)
1 — 1 L L] L] L] L] L] L] o —4 2 L] L] L] o —9
L]
. | . |
0 0 2 t 0 0 2 t 0 0 2 t
1 ! 1
® (KT) ®
2 — 2K L] L] (] o - 2
L]
L]
0 0 L 0 |
0 2 t 0 2 t 0 2 t
Fig. 2.21 Muestreador. Fig. 2.22 Muestreador ideal. Fig. 2.23 Muestreador con retencion.
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C. Rampa Discreta

KT kT >0

,y es
0 KkT<0 ~

La rampa discreta es el muestreo de la rampa discreta, por lo tanto, r(kT):{

mostrada en la Fig. 2.24.

Entre algunas de las propiedades de las sefiales discretas, Fig. 2.25, podemos citar,

O(KT)=u(kT)—u(kT -T)  u(kT)=r(kT +T)—r(kT)

k k

u(kT) =Y (kT —iT) r(kT)=> ukT —iT-T) "
i=0 i=0

D. Exponencial Discreta

(~a+ jo)kT

La exponencial discreta se define como, f(kT)=Ce , esta exponencial puede ser real como se

muestra en la Fig. 2.26, o compleja como se muestra en la Fig. 2.27. También puede ser una
combinacion de componentes reales e imaginarias como se muestra en la Fig. 2.27.

E. Sinusoidal Discreta
La sinusoidal discreta, Fig. 2.28, se expresa como, f (KT )= Asin(okT +¢) = Asin(2nfkT +¢) . La senal
es periddica si para algin k* y N enteros se cumple, 2nfk' T =27N  — k" =N/(fT), donde N es el

menor entero positivo y K* resulta ser el periodo discreto.

Otro fendémeno importante al muestrear una sefial sinusoidal es la relacion entre la frecuencia de la
sefial y la frecuencia de muestreo. En la Fig. 2.30 se muestran las sefiales analogas f;(t) = cos(2nt), fx(t)
= cos(2n5t) y las senales resultantes de muestrearlas cada T = 0.25. Claramente las senales discretas
resultantes son iguales lo que llevaria a ambigiiedades. Es evidente que la frecuencia de muestreo debe
ser mayor que la frecuencia de la sefial. Esto queda establecido por el siguiente teorema.

S(KT) u(kT) r(kT)
T 2

-2

S(KT-T)
I

-2
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Fig. 2.24 Senales de prueba discretas.

2

0

Fig. 2.25 Sefales derivadas de las sefiales discretas.
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Teorema: Teorema del Muestreo de Nyquist. Si la frecuencia mas alta contenida en una senal
analoga f(t) es fnax y la sefial se muestrea a una velocidad 1/T > 2fy,, entonces la sefial f(t)
se puede recuperar totalmente a partir de sus muestras.

En la practica, antes de muestrear una sefal andloga, ésta se filtra con filtros andlogos de manera de
asegurar que la sefial resultante no contenga componentes de frecuencia mayores a la mitad de la
frecuencia de muestreo a utilizar. En el caso de que esto no ocurra se produce el fendmeno de
“aliasing”, cuyo nombre proviene del efecto visualizado en el plano de la frecuencia.

Ejemplo 2.8. Aplicar una sefial discreta a un sistema continuo. R.: Una sefial discreta no puede aplicarse directamente a un
sistema continuo, en cambio, si se puede si se utiliza a la vez un retentor como el ilustrado en la Fig. 2.23. Este es el caso
del motor c.c. como ilustrado en la Fig. 2.31 al cual se le aplica la entrada rampa generada por un muestreador con
retencion. Esta entrada es la que se puede esperar de un sistema digital como por ejemplo un PC o un microcontrolador, en
donde la salida se actualiza a intervalos regulares quedando la tarea de generar una sefial continua a un retentor. &

2.5 Convolucion continuay discreta

Si la entrada es d(t) en un sistema continuo, entonces sea h(t) la salida, si en cambio, la entrada es (1),

6 T 6 I
Y »
41 - 41 7]
[}
». 3
e o
P] i \ 2 ¥ .
0’. ‘.
[ []
s s 8
0 | 8 b T 0' | KT
-2 0 2 -2 0 2
a) b)

< < < T 1 T < 1 T T
3 f I I 3 f I I 3 SF ] R ]
« ° «
° o @
° . . ° e, ° ° ‘e
e oo o . o 0%
o L] (J [}
o ° ° - 0 o ° of :o: ‘0: . 0 '0: 0% ° T
° o . ° ®oq0® . . o. .”.l‘. °
. . ° . ®oo .
° ° ° e o °
. ® e e
I L L R I 1 L IR O | IR S0 L 1R
=1 0 1 =1 0 1 =5 0 5 =5 0 5
a) b) 0) d)

-2

Fig. 2.27 Exponencial compleja; a)a=0,b>0),b)a=0,b<0,¢)a<0,b>0),d)a<0,b<0.

Fig. 2.28 Sinusoidal discreta.

Copyright © por Prof. Jos¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.

KT

3(H) h()
SL.D. —»
31(t) ha(t)
—»( SLD. —»
X(t) ¥y =2
—»( SLD. —»

Fig. 2.29 Integral y suma de convolucion.



Apuntes: 543 214 35

entonces sea hr(t) la salida, como se muestra en la Fig. 2.29. La interrogante es ¢, cual es la salida para
una entrada arbitraria x(t) ?. Dado que,

X(®) = x(®)*3(0) = [ x(0d(t—t)dr=lim > x(T)S, (t~iT)T

= yné{...jt X(=T)0; (t+T)T +Xx(0)d; ()T + x(T)d; (t=T)T +}

5

por lo tanto, la salida es,

yt) = %igé{---+ X(=T)h: (¢ +T)T +x(0)h (T +x(T)Hh (¢ =T)T +---}
= lim i X(T)hy (t=iT)T = [~ x(0)h(t - 1)dz = X() *h(t) = h(t) * x(t)

Esta ultima expresion es la convolucion continua o integral de convolucion. Similarmente en el caso
discreto se tiene que una sefial discreta puede ser escrita como,

X(KT) = > x(T)8(KT ~iT)

i=0 s

e+ X(=T)S(KT +T) + X(O)S(KT ) + X(T)S(KT =T ) +-+-

si la respuesta de un sistema discreto a entrada impulso d(KT) es h(kT), entonces, al someter a este

1.2 T T T T T T T T T

fi(t) = sin(2n5t)

N f1(KT) = fo(KT)

fz\(,t) = sin(\%nt) KT
12 ! L | t
0 0.5 1.0 L5 2.0
Fig. 2.30 Sinusoidales y su muestreo con T = 0.25.
+Va- -Vft a) u(kt) Va(t) o(t)

—»| retentor ——»| motor c.c.

. . o, 1), J
la i { If d c)

T T T T T T T T T
D) u(kT) 4
o, te ®
maquina cc T I
0 0 ® "ll T I 3 4 5 6 7 8 9 10
T T T T T T T T T T T T T T T T T T
b) €)
4= t = 41—
0 va(t) ot va(t)
2 \ = 2 \ 1
1 1 1 1 1 p(t) 1 1 | | 1 1 1 | p(t) 1 1
0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 0 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. 2.31 Senales discretas en sistemas continuos; a) motor c.c., b) entrada rampa continua, ¢) diagrama, d) entrada rampa
discreta, e) entrada rampa desde un muestreador con retencion.
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sistema a la entrada arbitraria X(kT) se tiene por salida a,

y(kT)

o0

=0

D X(T)h(KT —iT)

A . Convolucién Discreta (Suma de Convolucién)

e+ X(=THNKT +T)+ X(O)(KT )+ X(T (KT =T )+

36

Por dualidad con el comportamiento de un sistema continuo, también se define la convolucion discreta.

Def.: Se llama convolucion discreta de f(kT) con g(kT) y se denota por f(kT)*g(kT) a la sumatoria,

I=—00

F(KT)*g(kT) = 3 (KT —iT)g(iT).

Por lo tanto, la salida de un sistema discreto a una entrada arbitraria X(kT) puede ser expresada como,

f(iT)

T T T T
1 . .

L L. .L L KT
0 =2 0 2 4

f(-iT), g(iT)

T T T T

1 —
[ )
[ ]

0 L. .L L L kT

-2 0 2 4

f(4t-iT), g(iT)

T T T T
1 - 00000000000000000000p

" : | : L L KT
0 =2 0 2 4

f(8T-IT), g(iT)

T T T T
l — 000000000000000000009
0 L L. .L L kT

-2

0

Fig. 2.32 Convolucion de sefiales discretas.

kT

KT

KT

g(iT)

I I I I
L | | |
=2 0 2 4

f(-iT)g(iT)
| | I |
L L L L
=2 0 2 4
f(4t-iT)g(iT)
| | I |
L | ‘ L L
=2 0 2 4
f(8T-iT)g(iT)
| I | I
L L. .L L
=2 0 2
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Y(KT)= 3 X(THhKT —iT) = S h(KT ~IT)x(T) = h(KT ) * x(KT).

i=0 i=0

donde h(KT) es la respuesta a impulso del sistema discreto.

Ejemplo 2.9. Ejemplo de la convolucion de las sefiales mostradas en la Fig. 2.32, las cuales corresponden a la
discretizacion de las sefiales utilizadas en el ejemplo anterior. El proceso de convolucion grafica puede verse en la Fig.
2.32. %

B.

Convolucién Ciclica

La convolucién lineal de dos sefiales periddicas generalmente diverge. Por lo tanto, es necesario definir
una nueva forma de convolucidn para tales senales.

Def.: Se llama convolucion ciclica de f(kT) con g(kT) y se denota por f(kT)*. g(kT) a la sumatoria,

Q-1
f(KT)*, g(kT)= z f (KT —iT)g(iT),
i=0
donde se ha empleado el simbolo *; para especificar claramente que esta convolucion es ciclica,
en contraposicion a la convolucion lineal revisada anteriormente. El parametro Q es el largo de
las secuencias, que generalmente son iguales.

Notese que la formula es directamente aplicable a sefiales periddicas si solo se considera un periodo. La
secuencia resultante también es periddica.

Ejemplo 2.10. Ejemplo de la convolucion de las sefiales mostradas en la Fig. 2.33. Notese que la sefial resultante es una
sinusoidal (casi). Esto se debe a que en este caso la convolucion con la sefial g(kT) opera como un filtro pasa bajos, donde la
sefal filtrada es la escalonada. &%

2.6 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.
1.-  Grafique las siguientes sefiales continuas.
(a) f(t) = u(t) + u(t- S)r(t-5) (b)  f(t) = u(-t) + u(t- 5)r(t-5)
f(kT) g(kT) f(KT)*cg(kT)
| T T I 1 T T T 5 I o0 T o0,
sk .o o. .o o. | .. .. 8
or 1 . . . . of .. .. hd
0 —.. L] L] ..... . L] L] ..: ° ° ° °
0000000000 0000000000 - oo o o .. .. .. ..
_ kT () (1)
0 Iz l4 l6 ng ) IZ I4 I6 8 o I2 I4 8kT

Fig. 2.33 Convolucion ciclica de sefiales discretas periodicas.
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(©)
(e)

(2

(@)
(k)
(m)
2.-
(@)
(©)
(e)

(2

3.-
4.-
5.-
()
(©)
(e
(2
(i)

(@)
(©)
(e
(&)
@)
7.-
(a)
(©)
(e
8.-

9.-
(a)
(©)
(e)
10.-

B.
1.-
(a)
(b)

f(t) = 8(t) + u(t) + u(-t) (d) f(t) = sin(2w50t)
f(t) = sin(2n50t-1t/6)u(t) () f(t) = sin(2n50t)’u(t)
3t {u(t+l) “1<t<l1
f)= [ (3(1)+u(x-2))dt (hy f(t) =
- 0 otro t
f(t) = e "'u(t) G f=e"ut-2)
f(ty = e """ Put-2) (1) f(t)=e "My (t)
f(t) = e "u(t) ()  f(t) e O (1)
Grafique las siguientes sefiales discretas.
f(kT) = u(kT) + u(kT- ST)r(kT-5T) (b) f(kT)=u(-KkT) + u(kT- 5T)
f(kT) = 8(KT) + 2u(kT) (d) f(KT)=cos(2n50kT) + 1
f(kT) = 10sin(2t50KT-1t/6)u(kT) (f)  f(kT) = sin(2n50kT)’u(kT)
HKT) = kuIT 0 kT < r(kT+T) -T<kT <T
D |1=1 0 &) 1D = 0 otro k
Determine si las sefiales anteriores son pares o impares.

Exprese las sefales anteriores como la suma de una sefial par y otra impar.
Determine si las sefiales son periodicas. Si lo es, determine el periodo fundamental.

f(t) = sin(2n50t) (b)  f(t) = sin(2n50t-1/6)u(t)

f(t) = sin(2n50t)r(t-5) (d)  f(t) = sin(2n50t-/6) u(t)

f(t) = sin(2n50t) + cos(2150t) (f)  f(t) = sin(2w50t) + cos(2100t)
ft) = e > u(t) (h) f(t)= e u(t)

f(t) = e*iznsmzu(t) G) f)= g i2ms0t | o= j2mloo0t
Determine el periodo de las siguientes sefiales discretas.

f(KT) = sin(21t50KT) (b) f(KT) = sin(50kT)u(t)

f(KT) = sin(2750KT) + cos(2t50KT) (d)  f(kT) = sin(2n50KT-1/6)*u(t)
f(kT) = sin(50(k + 1)) () f(KT) = sin(50(k + 1)/3)

f(kT) = e 7™ u(kT) (h) f(KT)= el* "5y (kT)

f(kT) _ ej3/5(k+l/2)u(k-|-) (J) f(kT) — e—j27r50t + e—j2n100t
Obtenga y grafique las siguientes sefiales donde f(t) son las indicadas en la parte (1).
g(t) = 10f(t) + 2 (b) g(t) = 10(f(t) + 2)

gt =f(-t+2) (d) g =f(t2)

g(t) =f(-t/2 +2) () gt)="1f4t+2)

Normalice las sefiales indicadas en la parte (1) en el rango -10 a 10 para las no periddicas y en un
periodo para las periddicas.
Obtenga y grafique las siguientes sefiales donde f(kT) son las indicadas en la parte (2).

g(kT) = 10f(kT) + 2 (b) g(kT)=10(f(kT) +2)
g(kT) = f(-kT + 2) (d) g(kT)=f(kT /2)
a(kT) =f(-kT/2 + 2) (H)  g(kT) =f(4kT + 2)

Normalice las sefiales indicadas en la parte (2) en el rango -10T a 10T para las no periddicas y en
un periodo para las periodicas.

Nivel intermedio.

Realice la convolucidn entre las sefiales:
f(t) = u(t) - u(t - 2) y g(t) =u(t+2) - u(t)
f(t) = u(t) - u(t- 2) y g(t) = sin(2n50t)u(t)
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(©)
(d)
(e)
(®
2.-

3.-
(a)
(b)
(©)
(d)
(e)
®

f(t) = r(t) - (t- 2)r(t-2) - u(t - 2) y g(t) = sin(2r50t)°u(t)

f(t) = e"u() y g() = u(t) - u(t - 2)

f(t) = e'u(t) y g(t) = sin(2n50t)u(t)

f(t) = e'u(t) y g(t) = sin(2n50t)’u(t)

Realice la convolucion de una funcion arbitraria f(t) con soporte positivo y un escalon retardado

to unidades de tiempo.
Realice la convolucion entre las senales:

f(kT) = u(kT) y g(kT) = (1/2)u(kT)
f(kT) = u(kT) - u(kT - 2T) y g(kT) = (1/2)u(kT)
f(KT) = u(kT) - u(KT) y g(kT) = sin(2nS0kT)u(kT)
f(kT) = r(kT) y g(kT) = (1/2)u(kT)
f(kT) = 8(KT - 5T) y g(KT) = sin(2n50KT)u(kT)
f(KT) = S(KT - ST)r(kT) y g(kT) = (1/2)u(kT)
S Mo,
Al i @: sensor de nivel i
2 i d u K,
a) /L . by 1 X(D)
> h, (@ h, i TR
As E

maquina cc I, T

Fig. 2.34 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,

e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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4.-

(a)
(©)
5.-
6.-
7.-

(a)
(c)
8.-

(a)
(b)
(©)

(d)
(e)
9.-

(a)
(b)
(©)

I.-

3.-

Si la entrada u(kT) y la salida y(KT) estan relacionadas por la expresion, y(KT + T) = -aoy(KT) +
U(KT). Determine la salida (asuma y(0) = 0) si la entrada es un delta discreto y,

a=0.5 (b) ay=-0.5

a=1.5 (d) ap=-1.5

Repita (4) pero ahora asuma que la entrada es un escalon discreto.

Repita (4) pero ahora asuma que la entrada es un delta discreto sumado a un escalon discreto.
Identifique la expresion de la sefial g(kT) de la Fig. 2.33 y luego realice la convolucion ciclica de
ésta con las sefiales f(kT) dadas por,

f(KT) = sin(2m4kT) (b)  f(kT) = sin(2n4kT)?

f(KT) = r(kT) - 4r(kT - 2T) (d) f(kT) =u(kT) + r(kT) - 4r(KT - 2T)

Para los sistemas ilustrados en la Fig. 2.34 — de los cuales usted tiene los modelos linealizados del
capitulo anterior — se pide para su modelo lineal,

Obtener la expresion para la respuesta a impulso.

Simular el sistema para entrada impulso. Comparar con lo obtenido en (a).

Simular el sistema para entrada escaléon. Compare esta respuesta con la obtenida en la parte (b).
¢, Corresponde esta respuesta a la integral de la respuesta anterior ?.

Simular el sistema para una entrada sinusoidal de frecuencia fija y para varias amplitudes. Para
las sefiales en S.S. responder: ; Cudl es la frecuencia de la sefial de salida ?. ; Cual es la amplitud
de la sefal de salida ?. ; Cual es la fase de la sefial de salida respecto de la de entrada ?.

Simular el sistema para una entrada sinusoidal de amplitud fija y para varias frecuencias. Para las
sefales en S.S. responder: ¢, Cudl es la frecuencia de la sefial de salida ?. ; Cual es la amplitud de
la sefial de salida ?. ; Cual es la fase de la senal de salida respecto de la de entrada ?.

Si bien los sistemas ilustrados en la Fig. 2.34 son continuos, usted puede obtener su respuesta a
entrada impulso, escalon, etc. discretos por medio del uso de un retentor de orden cero, como en
la Fig. 2.31. Utilizando esta opcion se pide para el modelo lineal de los sistemas,

Simular el sistema para entrada impulso discreto.

Simular el sistema para entrada escalon discreto.

En las respuestas anteriores: ;Como influye el tiempo de muestreo T ?. ; Si T es muy grande, se
parece la respuesta a impulso discreto a la respuesta a escalon continuo ?. ; Si T es muy pequeiio,
se parece la respuesta a impulso discreto a la respuesta a impulso continuo ?. ;, Cuadl es la relacion
exacta entre la respuesta a impulso discreto y la respuesta a escalon continuo ?.

Nivel avanzado.

Realice la convolucion de una funcion arbitraria f(t) con soporte positivo y su integral.
Realice la convolucion de una funcion arbitraria f(t) con soporte positivo y su derivada.
Demuestre que una senal discreta f(kT) cumple con,

00 0 o0

3 RKT)= Y KT+ > X (KT),

k=—00 k=—0 k=—0

donde, Xy(KT) y Xi(KT) son la parte par e impar de la sefial X(KT).
Realice la convolucion entre la senal f(KT) = u(kT + T) - u(kT - T) con la sefal tipo “peineta”,

G(KT) =+ 8(KT +2IT) + (KT +IT) + S(KT )+ 8(KT =T )+ S(KT —2IT)+---
:ié’)(kT—ilT) ’

para |l =4, 2 y 1. Grafique todas las sefiales y comente los resultados.

Copyright © por Prof. Jos¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 41

5.- Demuestre que las propiedades de distributividad, asociatividad, con un impulso y con un escalén
encontradas en la convolucion continua también se comprueban en la convolucion discreta y en
la convoluciodn discreta ciclica.
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3 Transformaciones

La soluciéon de problemas en ingenieria pasa ineludiblemente por el uso de
transformaciones. Por ejemplo, la Transformada de Laplace es utilizada
para resolver ecuaciones diferenciales ordinarias. En este capitulo se
repasan las propiedades de la Transformada de Laplace y se introduce la
Transformada Z, sus propiedades y aplicabilidad al tratamiento de sistemas
gue operan con sefales discretas. Finalmente, se introduce la
Transformada de Fourier para sefiales continuas y discretas, como también
transformadas apropiadas para sefiales periédicas continuas y periddicas
discretas.

3.1 Introduccidn

La forma natural de solucionar los problemas en un dominio (por ejemplo, el tiempo) es permanecer en
ese domino y utilizar alguna técnica particular, Fig. 3.1. Sin embargo, los siguientes ejemplos ilustran
que el uso de transformaciones ha sido ampliamente utilizado en problemas de la ingenieria, Fig. 3.2.

Ejemplo 3.1. Considerar que se desea obtener la respuesta en el tiempo ante una entrada escalon del sistema descrito por,
Y(t) + 2L, Y(t) + o} y(t) = koju(t) , donde la entrada U es un escalén; es decir, u(t) = u(t). Utilizando la T.L., se tiene,

2
n

S(s’y +2Lm, Sy + ®.Y)

ko

$7Y(s) +2Cm,Sy(s) + . Y(s) = k. /s . Despejando la salida, y(s)= , y utilizando la T.L. Inversa se

obtiene la respuesta Y(t) = k{l— e > sin(w,/1- &t +cos™ Q)}, para 0 < £ < 1. Evidentemente, la T.L. es una

1
J1-¢

transformacion muy utilizada en S.L.D. dada la simplicidad en su aplicacion. &

Ejemplo 3.2. Invertir la matriz A utilizando una transformacion de similitud. Sea D una matriz diagonal tal que, T'AT =
D, para lo cual T"' debe estar compuesta por los vectores propios de A, lo que resulta en una matriz D compuesta por los
valores propios de A; es decir, D = diag{\, A,... , An}. Dado que D= diag{1/Ay, 1/Ay,... , 1/Apn}, entonces la inversa de D,
(T'ATY' =D, T'A'T=D", A" =T D'T". No es evidente en este ejemplo que encontrar D y T sea mas facil que utilizar

transformacion
directa
problema problema » problema
g £= £3
o 8T S
2 = -
A y transformacion y
0z ., inversa .,
solucion solucion |« solucion
Dominio Dominio Dominio de la
original original transformacion
Fig. 3.1 Solucion tradicional de un problema. Fig. 3.2 Transformaciones en la solucion de problemas.
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un método directo de inversion de A. &%

En general, el uso de transformaciones se puede deber a:

. Transformar el problema original en uno mas facil de solucionar. Este es el caso de la T.L.
aplicado a la solucién de ecuaciones diferenciales. Se vera mas adelante que su campo de
aplicaciones no estd limitado a ecuaciones diferenciales. Por ejemplo, se utiliza también en la
solucion y analisis de ecuaciones de estado.

. Obtener informacion adicional que es dificil (o imposible) de obtener en el dominio original. Por
ejemplo, el uso de la T.L. permite predecir la salida en S.S. de un sistema a una entrada
sinusoidal de frecuencia w, amplitud A, y fase ¢. Dada su caracteristica lineal también permite
obtener la salida para una combinacion lineal de sinusoidales, lo que corresponde a una sefal
periodica arbitraria.

A continuacion se revisard la T.L. para luego dar paso a la Transformada Z, que aparece como
alternativa dual de analisis pero para sistemas discretos.

3.2 Transformada de Laplace

Se utiliza en sistemas continuos. Su aplicacion va desde la solucidon de ecuaciones diferenciales a su
utilizacion en nuevas formas de andlisis de S.L.D.. En particular, en la propuesta del concepto de
Funcion de Transferencia.

A . Conceptos

Convergencia de integrales. La integral f f(t)dt se dice que converge en forma simple si se tiene
jw f (t)dt

si una integral converge en forma absoluta, entonces converge en forma simple.

que

<M <o y se dice que converge en forma absoluta si J._w |f(t)|dt <M <. Notese que

Ejemplo 3.3. Encuentre la convergencia de las siguientes funciones f(t) = sin(ot) y g(t) = ¢*u(t). R.: Para el primer caso se

tiene que f sin(ot)dt

<M <o por lo que hay convergencia simple; sin embargo, f |sin(c0t)| dt — oo, por lo que no hay

1 %{eat

convergencia absoluta. Por otro lado, jo edt=—e| =
a

—1} = l/a a<0 or lo que hay convergencia simple
u \% i
o a>0 p q y g p

y absoluta sia <0. &

Estas definiciones nos permiten introducir la Transformada de Laplace.

Def.: Se define la Transformada de Laplace (T.L.) Unilateral de una funcion f(t), como:

Lif @y =f(s)=|, fved,

endonde, f(t)ell, tell, s=o+ joell.
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Notar que L{f(t)} = f(S) es una funcion de la variable s, L{f(t)}= f(S):j:f(t)e’Stdt

j: f(t)e It = j: f (t)e™'e *'dt, la cual converge sélo para algunos valores de .

Def.: Se define la abscisa de convergencia absoluta (a.c.a.) de la T.L. de una funcion f(t), al valor o
tal que L{f(t)} converge Vo > o .

Ejemplo 3.4. Determine la T.L. y la abscisa de convergencia de las siguientes funciones, (a) f(t) = u(t), f(s)=L{f ()} =

0

* sty [ —st [Pty |-
IO f(t)e dt_j0 ut)e “dt = jo e dt_—ge

. . 1
= l(l—e’s""):l(l—e’(“”"”f")) = l(l—e"""’e"”“”):— V¥ > 0. Por lo
s S S s s

o

tanto, oz = 0. () f) = e®u®, f(5) = [ foedt=["e uwedt = ["e“dt= g
0 0 0 s+a 0
1 —(s+a)o 1 —(o+a+ jo)o 1 —(o+a)® 4— jox 1 —
=——:(-e ) =——>(1-¢ ) =——>(>0-¢ e 1")=—— V o +a> 0. Por lo tanto, o, = -a. (¢) f(t) =
s+a s+a s+a s+a

UT(u(t) - UtTo), f(s) = [1/T,®-ut-T,)e "dt = Ti J':e’S‘dt—TL [Fedt = é(l—e’“)—é(e*ﬂa —e) =

ST T,—0

a

_ —sT, _ —sT,
1-e V ©. Por lo tanto, o, = -o0. (d) f(t) = 8(t) = Tlin%]{l/Ta U -u(-T, ))} ; por lo tanto, f(s) = lim {1 j_ } =lyo,
a" S a

=-00. &

Lem: La a.c.a. de toda funcion acotada y con soporte compacto es o = -oo.

Consecuentemente, la T.L. Unilateral Inversa es,

Pro.: La T.L. Unilateral Inversa de una funcion f(s), es:
1 1 G+ joo ts
fO=L"{f () ===[" " f(s)eds,
2m) Ja-ie

en donde, C; > o¢.

No es practica la utilizacion de la definicion de la T.L. Inversa y se recurre a simplificar (normalmente
utilizando fracciones parciales) la expresion de f(S) para luego reconocer funciones tipicas.

Def.: Se define la T.L. Bilateral de una funcion f(t), como:

LW} =) =] fved,

endonde, f(t)ell, tell, s=o+ joell.

Ejemplo 3.5. Determine la T.L. Bilateral de (a) f(t) = ", f,(s) = J._w elletdt = J._O e‘e’S‘dtJrj:e’te’Stdt =
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© ©

J‘”e-testdt+J’we-te-stdt _ J‘“’e-(l-s)tdt+J‘°°e-(1+s)tdt _ 1 g-(I-s)t _ 1 g-(+sit _ 1 {e—(l—c—jw)w_l} _
0 0 0 0 - 0 I+s 0 I-s
| L L e A B i e B T e N R PO
I+s 1-s 1+s (1+s)1-9) 1-s

o T,

. ek 1 .

() ft) = UET) - UETY, F,(5) = [UE+T)-u@-Te"dt = [ edt = ——e™| = ——e*F+—e™ =

2 T s |y s s
esTa_e—sTa

, V o, pues la funcién es acotada y de soporte compacto. &
S

B . Propiedades

Linealidad. Sean f;(t) con T.L. f(S), f2(t) con T.L. f5(S), a; y i, constantes reales, entonces la T.L. de
oufi(t) + onfa(t) es ofi(S) + anfa(s). Dem.:

Lo, fi()+o, f,(O} = [ "o, (D) +a, T, (0)]e "dt
= aljow f (t)e dt+ (XZIODO f,(tHe dt.
=a, fi(s)+a,f,(s)

En el caso general, dadas fi(t) con T.L. dadas por fi(S) y coeficientes «; reales, entonces la T.L. de
Z(xi f.(t) es Z(xi f.(s).

Escalamiento en el tiempo. Seca f(t) con T.L. f(S) y a una constante real, entonces la T.L. de f(at) es |
f(s/a)/a. Dem.:

Lif(at)} = j: f (at)e dt si t=at, dr=adt, ] > a>0
[~ —st/a _ I g —(s/a)t
—IO f(t)e dr/a—gJ‘O f(r)e dt
1
=—f(s/a)
a

Desplazamiento en el tiempo. Sea f(t) (soporte positivo) con T.L. f(S) y a una constante real, entonces
la T.L. de f(t - a) es €®f(s). Dem.:

Lif(t-a)} = j: f(t—a)e*dt si t=t—a, dr=dt, t|: — r|: a>0
= [ feVdr=[" f(e e dr=e " f(edr
— e—sa .I: (S)

Desplazamiento en la frecuencia. Sea f(t) con T.L. f(S) y @ una constante real, entonces la T.L. de
e f(t) es f(s + a). Dem.:

L{ef ()= j:’ e f (e dt

= [ f(ve dt .

=f(s+a)
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Derivacién. Sea f(t) con T.L. f(s), entonces la T.L. de f (t) es Sf(s) - f(t)|wo. Dem.:

L(f () = j:f(t)e*“dt dado que Ib%dtzab—_[a%dt
:—f(t)le‘St +ljwwe‘5‘dt con %ze‘s‘, b= f(t), a:—le‘“.
s |, s’ dt dt S
T e I)
Sl S

Por lo tanto, £(f(t))=SsL(f(t))— f(t)|t:0 =sf(s)— f(t)|t:0. En general la T.L. de la derivada n-ésima
es L(f™(t)=s"f(s)—-s"" f(1)_, —s"> f (t)L:0 —e— £ |

Integracion. Sea f(t) con T.L. f(S), entonces la T.L. de J: f(t)dt es f(s)/s. Dem.:

L{f(t)}zj':f(t)e’“dt dado que jbz—?dt:ab—ja%dt
t s © 0 t s da -5 0
= [ tdre [ + ] {jof(r)dr}se ‘Gt con E= (1), b=e*, a:!f(r)dr.

0 t t
= { ) f(r)dr}e‘“dt - SL{ ) f(t)dr}
Por lo tanto, £ {J: f(t)d ’C} = L{ f (t)} /s=f(s)/s. En general, la T.L. de la n-ésima integral de f(t) esta
t, t, I
dada por L{jo jo f(r)drl---drn}= f(s)/s".

Teorema del Valor Inicial. Sea f(t) con T.L. f(S), entonces f (t)|t=0 = ltlrrol f(t)=limsf (s). Dem.:

se sabe que L{ i (t)} = J:j f (e ™dt =sf(s)— f (t)|

t=0"

por lo tanto lim{ j: f (t)eStdt} = lim(sf (s) - f (t)L:o)

S—

0=limsf(s)- f(t)|_, -

o bien f()|_, =limsf (s)

Teorema del Valor Final. Sea f(t) con T.L. f(S), entonces f (t)L:w = %im f(t)= lirrol sf(s). Dem.:

se sabe que L{ f(t)} = J:O f(t)edt =sf(s)— f (t)

t=0°
k © . st T _
por lo tanto lslilg{jo f(t)e dt} = lslil(}(Sf (s)—f (t)L:O)

j: f(hdt = limsf (5)- F(V)],
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fo)_, - fOl, = lim f (s) - f ®l._,
f)_, = limsf (s)

Seiales Periodicas. Sea fy(t) con T.L. fo(S) y la senal periodica f(t)= Z f,(t—iT), entonces la T.L.

i=0

de f(t) es fo(s)1 l_sT . Dem.:
—€

L{f@®) = {Zf(t |T)} J':ifo(t—iT)e’Stdt:iI:fo(t—iT)e’Stdt

=2 O = X e = f,(5)—

i=0

Convolucion. Sea f(t) con T.L. f(s) y g(t) con T.L. g(s), entonces f(t)*g(t) = f(s)g(s). Dem.:
1 _ 1 perie Ste 1 porio(pe —st st
Lf(s)g9(s)} = 2_7ch°1°0 f(s)g(s)e™ds = 2—njj'cjw {IO f(t)e dr} g(s)e™ds

= [ g (s)e s dsf (v)d = Iwg(t—r)f(r)dr:g(t)*f(t)
0 ZTEJ C—joo 0

Convolucion Compleja (Modulacion). Sea f(t) con T.L. f(s) y g(t) con T.L. g(s), entonces f(t)g(t) = |

f(s)*g(s) = 2%[] :jjj: f(s—w)g(w)dw. Dem.:

L{f DY) = j: f(Dg(te *dt=[ 1 (t)i. Jo ) geedoe

—joo

G+ joo (s-o)t
an . j f (t)e C " dtg(w)dw
[ Hs-@g@)do= 1(9)*9()
J c—

Ejemplo 3.6. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.3 se tiene que Y(s) = h(s)X(s). Si h(t) = e®u(t), determine la salida y(t)
para la entrada x(t) = ku(t). R.: y(t) = £ (h(s)x(s)), dado que h(s) = £(h(t)) = £(e®u(t)) = 1/(s+a) y X(5) = L(X(t)) = L(Ku(t)) =

k/s, entonces, y(t) = ' {LK} =r' {%LL} _k ' {LL} = E[ u(t) - e*u(t)] = 5[1 -e™Mu(t).

s+as ajs s+a a S S+a

Ejemplo 3.7. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.4 determine la expresion que relaciona la salida h(s) con la entrada
hq(s). R.: En este caso h(s) = f(s)/s, h(s) = (e(s)kgs + e(s)/(Ts))/s, h(s) = e(s)(kgs + 1/(Ts))/s, h(s) = (hy(s) - h(s))(Kgs +

1/(Ts))/s, por lo tanto, h(s) = {hd (s)- h(S)}é{kds+%} o bien h(s) {1 +— 5 {k S +T_s}} h, (s)— {kds +T—ls}, lo que puede

1 k s+i
hs) s Ts)  s’kT+1
= == )
h, (s) 1+1{kds+1} ST (1+k,)+1
S Ts

ser reducido a

Copyright © por Prof. Jos¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 48

Ejemplo 3.8. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.5(a) determine la expresion que relaciona la salida h(s) con las entradas

hes) y f(s). R.. En este caso h(s)— {f(s)—f(s)} h(s)=— {v(s){k +—}e(s)—f(s)} h(s) =

! I, _
s {v(s){k + }(h (s)—h(s)) - f, (s)} h(s)[l+gv(s){kc+EH = v(s){k + }h (s)— f (8, h(s)
v(s){k +_|_1} _ b
k h,(s)+ As f,(s) . Si el controlador se caracteriza por, ¢(s) =K, +TL, la planta por,
1+1v(s){kc +1} 1+1v(s){kc +1} S
As T;s As Ts
a(s) :L, entonces la relacion se reduce a, h(s)= Mhd (S)+L(S) f,(s). Finalmente, si
As 1+ g(s)v(s)c(s) 1+ g(s)v(s)c(s)
_g(s)V(s)e(s) _ -g(s) - _
h,(s) = e g )o(s) SV h,(s) T atav(sIe(s TENEE) se tiene que h(s)=h,(s)h,(s)+h,(s)f,(s), lo que se representa en la

Fig. 3.5(b). Notese que si desedramos que h(S) respondiera fielmente a la nueva entrada hy(S) y no a la perturbacion fy(s),
entonces hy(s) — 1y hy(s) — 0. Para esto debiéramos escoger apropiadamente ¢(S) y podriamos denominar a hy(s) nuestra
referencia de proceso; es decir, el valor deseado para h(s). &

Ejemplo 3.9. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.6(a) determine la respuesta a impulso aproximada y exacta utilizando la
T.L. Normalice el sistema en torno a un punto de operacion nominal. R.: El modelo promedio para el circuito elevador es

e=L ﬂ+v(1 d), |(1—d):Cﬂ+1,linealizado es Ae:Lﬂ+Av—(voAd+doAv), —(i,Ad +d Ai) = CdﬂJrﬂ
dt d R dt dt R
Al definir las variables normalizadas como Ae, = Ae/e,, Ad, = Ad/d,, Av, = AV/V,, e Ai, = Ai/i,, el modelo normalizado
resultante es dav, _ —LAVn +LAin + —d, Ad,, gal, 4 —B(l—do)zAvn +E(1—d0)d0Adn +E(l—d0)2Aen. Los
dt RC RC RC(1-d,) dt L L L

impulsos aproximados por 67 se muestran en la Fig. 3.6(b) y la respuesta a esas entradas en la Fig. 3.6(c). Para obtener la
respuesta exacta se aplica la T.L. al modelo anterior para obtener Av, en funciéon de Ad, para Ae, = 0. Derivando la primera

ks
hq e fe h
X(s) vs) : ] B
—( h(s) — -
11
Ts
Fig. 3.3 Diagrama en bloques simple. Fig. 3.4 Diagrama en bloques realimentado.

Controlador | f
S

ke

hd e u fe - h
+ » v(s) >+ %é ha(s)
Tl,é Valvula Estanque hd h l(s) %- _I'

Fig. 3.5 Diagrama en bloques realimentado; a) sistema, b) equivalente.

A 4
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. . d’Av, 1 dAy, 1 dAij, -d, dad, .,
ecuacion se tiene, = +— + , reemplazando la segunda ecuacion en este resultado
dt “RC dt RC dt RC(1-d,) dt
2 p—
se tiene, dﬁ = _ L dav, +L{—E(1—do)2Avn +B(l—d0)doAdn +B(l—d0)2Aen} # dad, , ordenando se
dt RC dt RC[ L L L RC(1-d,) dt
2 p—
llega a d AZV” +LdAv —(1 d,)’Av, ¢dAd L(1 d,)d,Ad, +—(1 d,)’Ae,. Tomando T.L. y Ae,
dt RC dt LC RC(1-d,) dt LC
. , 1 —d, 1 . 1
= (0 se obtiene, <S”+S— (1 d,)’ tAV, ={————2—s+—(1-d,)d, tAd, . Definiendo, o, =——(1-d,),
RC RC(1-d ) LC vJLC
vJLC o . . . ., .
E=—7——,vk, = , y considerando que si Ad, es un impulso entonces su T.L. es 1, la expresion anterior se
2RC(1-d,) 1-d,

28,5+ 0,
P’ 428l S+

284J1-E7
Ah, (1) = kpei“’"‘%\/1+8§2 sin{o)n 1-&t—tan™ [g—fi}, ilustrada en la Fig. 3.6(d) . Una vez conocida la
1

simplifica a, Av,(S)=Ah,(s)=k Finalmente, la T.L. inversa de la expresion anterior resulta ser,

1+2€

respuesta a impulso se puede obtener la respuesta a entrada escalén u(t) como su integral, asi, considerando c.i. nulas se

’1_ 2

tiene que la respuesta a escalon es Aye(t) = 1-k e " %«/1 +8&% sin {wn 1-&t+tan™ { 3;" :l} . Para una
1-¢

entrada entonces dada por Au,(t) = u(t) —2u(t - 0.015) + u(t - 0.030) la salida es AYn(t) = AYesc(t) - 2AYesc(t - 0.015) + Ayee(t

- 0.030) como ilustrado en la Fig. 3.6(¢). &

3.3 Transformada de Fourier

A . Conceptos

Se define para sefiales continuas no-periddicas y tiene una relacion directa con la T.L. de sefiales. La
importancia y/o campo de aplicaciones se aclarard mas adelante.

T T T T T

° o a) b)
J) 200 T 20,0005
+ -
t R
e(t) Su(t) V(t) i
T =0.005
- |(t) C , T=0010
T A L L !
o} 0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030
T T T T T T
c) d)
200 B 200 |- /\ i
V

200

0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030 0 0.005 0.010 0.015 0.020 0.025 0.030

- =2

Fig. 3.6 Respuestas dinamicas; a) circuito, b) impulso aproximado, ¢) respuestas aproximadas a impulso, d) respuesta
exacta a impulso, e) respuesta exacta a entrada arbitraria, f) respuesta exacta a entrada periodica.
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Def.: Se define la Transformada de Fourier (T.F.) de una funcion f(t), como:
Fif (b)) = f(0) = j‘” f (t)e dt,

endonde, f(t)ell, tel, joel.

Noétese que:

J F{f(t)} = f(ow) puede ser calculada como L, {f(t)}|s=jo = F2(S)ls = jo-

o F{f(t)} = f(w) existira si o = 0 pertenece a la banda de convergencia de f5(S). Es decir si o < 0.
o Si f(t) tiene soporte positivo entonces o < 0.

o 9% =cos(ot) * jsin(wt).

e cos(ot)= (e +el)2.

e sin(wt) = (€ - e1*Y/(2)).

2

Ejemplo 3.10. Determinar y graficar la T.F. de: (a) f(t) =™, como f,(s) = 1%, entonces, F{f (1)} =f(w)=
)

s=jo
2 . ) esTa _ e—sTa
= ol La grafica se muestra en la Fig. 3.7(a). (b) f(t) = u(t+T,) - u(t-T,), como f,(s) = — entonces, f(w) =
+®
joT, _ A—joT, 2 - T . )
€ - € _ Zsin(® a). La grafica se muestra en la Fig. 3.7(c). (¢) f(t) = 8(t - a), f(o) = I S(t—a)e 'dt =
Jo s

LS T T 3T T T T T
:
' 1 2
21 . i
= +m”
a) f(w) =2/(1+o°)
1 _
0 1
~4 -2 0 2 4
8 T T
0 2n
6 - i
b) 4 _
f(w) = 2ne’™®
Sk _
0 1
-5 0 5
15T T 6 T T
0 0
f(t) = u(t+Ty) f(w) = 2sin(0T,)/®
I —u(t-To) 4t -
©)
05 — 2F -
1 1
075 0 T 5 0TS o T 5

Fig. 3.7 Senales y sus T.F..

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 51

J._oc 3(0)e 1**dt = eI J‘_w 5(0)dt = e ', En particular, para a = 0, se tiene que f(t) = §(t), f(m) = 1. &

Similarmente a la T.L., se cuenta con la T.F. inversa.

Pro.: La T.F. Inversa de una funcién f(w), es:
f(t)=F"{f (o) = ijw Fif (t)}edo= ij“’ f(0)edw,
2w 2w

endonde, f(t)ell, tell, joell .

Ejemplo 3.11. Determine la funcion f(t) si su T.F. es f(w) = &0 - ®,). R: f(t) = %Jm f(o)e'do =
TY—°

joot joot

e . 1 opn ot o e
— | 8o-w)e"do = —| §(0)e™dw = 3(0)dw =
2nJ.-°° ( ) ZTcJ.-w © 21 J.*‘*’ © 21

. Notese que si o, = 0; entonces la T.F. de f(t) =

1
— es d(w). &
Py (®)

Ejemplo 3.12. Determine la T.F. de f(t) = cos(w.t). R.: Como f(t) = cos(mot) = (€ + 7“2, y utilizando el resultado
anterior se tiene que f(w) = é(® - ®,) + d(® + ®,), Fig. 3.8(b). &

Ejemplo 3.13. Determine la T.F. de f(t) = Z S(t—IT,) . R.: Como la sefial es periodica, se puede escribir como f(t) =

|=-0

c,e”™", donde wy=2m/Tyy Ch= — j d(t)e " 'dt = 1/Ty; por lo tanto, f(t) = — Z ey f(w) = { ! > ei"wo‘} =
—0 0 n= 0 =

Ms

n

i {elnmol} - Tl i 2md(w—Nw,) = o, z d(w—nw,) , Fig. 3.9(b).

_||>—‘

B . Propiedades

Simetria de la T.F.. Sea f(t) con T.F. f(®), si g(t) = f(®)|, -1, entonces, g(®) = 2xf(t)|; = .», Fig. 3.7(a) y (b).
Dem.:

= t)e dt=| f e 'dt =2n—| f(t)e '“'dt
g = g [ f@l, n—[ fO
=2n2i f(Qe " %dQ =2 f(t)__
T —00

Convolucion. Sea f(t) con T.F. f(®) y g(t) con T.F. g(®), entonces, f(t)*g(t) = f(w)g(®). Dem.:

T_l {f (m)g((’))} = %ﬂj:i f (@)g(m)ejwtdﬁ) = i.[: J._O:O f (T)e_ijdTg (m)ejmtdm

("L g@ertdof (ode= [ gt -0 @dr=g* ft)
—0 Qqp J-o e
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Producto. Sea f(t) con T.F. f(w) y g(t) con T.F. g(®), entonces, f(t)g(t) = f(0)*g(®)/(2r). Dem.:
* joot * 1 = jwt ~jot
F{fMem} =] fgme™dt=[ fO)-—[ g(y)e™dye dt
1 = = it R 1 .o
=[] fwe e dig(yidy =—— [ fe-w)gwdy =——f(@)*g(©)

Modulacion AM (caso especial del producto, Fig. 3.8). Sea f(t) con T.F. f(w), entonces, la T.F. de |
f(t)cos(wot) es, 1/2f(m - wo) + 1/2f(® + ®y). Dem.:

F{ f(t)cos(w,t)} = %T{ f(t)}*F{cos(w,t)} = 2L f(0)*{n8(0—w,) + (0 +,)}
n T
=%{f(co—0)o)+ f(o+o,)}

Muestreo con Impulsos (caso especial del producto, Fig. 3.9). Sea f(t) con T.F. f(®), entonces, la T.F.

de f(t)i d(t—IT,) es Ti i f(o—nw,). Dem.:

=—00 0 N=-©

fF{ f(t) i S(t—kTO)} =2i f(m)*T{i 6(t—ITO)}
k=—0 T |=—o0

:i f(oa)*(oon;imé(a)—noao):_I_L i f(o—-nw,)

0 N=—x

- ] i -

f(o) = 2/(1+w?)
a)

- 1 -

b)

e cos(m,t)
' %{f(m—mnﬂ f(o+Ho,)}

) -

0 ﬂf\n [\h c)

" | -

| | 0 | |
=5 0T, 5 T 0 m ®=2nT,

Fig. 3.8 Modulacién AM; a) sefal y su T.F., b) coseno y su T.F., ¢) sefial resultante y su T.F..
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Teorema de la Potencia. Sea f(t) con T.F. f(w) y g(t) con T.F. g(®), entonces .[_w f(t)g (Hdt =

%Ii f(0)g (0)dw. Dem.:

[ tog'md =] 1 <t>{ijig<co)e"°“dm} dt=[" f(t)i.“ig(w)*ej‘”tdmdt.

L e *
=" 9@ fdo=—[" f@g©)do

Teorema de la Energia (Teorema de Rayleigh y caso especial del Teorema de Potencia). Sea f(t) con

T.F. f(w), entonces Jm | f()[° dt = LJ‘Oo | f(0)|" do. Dem.:
- 2 d

Dado que | f(X)|* = f(X)f(X)" se demuestra con el teorema anterior.

Ejemplo 3.14. Dado que f(t) = e, tiene una T.F. dada por f(w) = liz’ entonces, la funcion g(t) = ﬁ tiene una T.F.
+o +

m\:

dada por g(®) = 2ne’® = 27e™”l. Las gréficas se muestran en la Fig. 3.7(a) y (b). &

15T T 31 T T T T
| ey - 2
a)
05t fo=e" - 1
0 0
-5 0 5
1.5 T T
[l e e e G — 2n
> a(t-IT,) b)
l=—x
P Sy ) I N -
| 1
0 0
=5 0T, 5
1.5 T T T
| e S e — 2
e S 51Ty ¢)
l=-
0.5 =1
0 L4 T I I T A | 0
=5 0 5 T 0 ®m =21Tp

Fig. 3.9 Muestreo por impulsos, Ty = 1; a) sefial y su T.F., b) tren de impulsos y su T.F., ¢) sefial resultante y su T.F..

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 54

3.4 Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta

La sefial f(t) tiene por T.F. a f(w) si la integral J._OO f(t)e *'dt converge. Dado que

[ f(t)ej“‘dt‘ <

["|fae
integrable en forma absoluta. Esto no sucede con la mayoria de las sefales periodicas. Para estas
sefales se tiene la Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta (T.F.F.D.).

dt < I_w | f (t)| dt, entonces, una condicion suficiente para que la T.F. exista es que f(t) sea

Def.: Se define la Transformada de Fourier de Frecuencia Discreta (T.F.F.D.) de una senal f(t) con
periodo Ty = 21/®y, como:

Q) 21/ @, . 1 ¢Tp .
fn=—= f(te "dt=—| " f(t)e "'dt,
m=22[7 5 ["fo

endonde, f(t)ell, tel, jno,el.

Notese que la definicion anterior corresponde al muestreo de la T.F. de un periodo de la sefial f(t)
dividida por T. es decir,

I ¢ i 1 1 T i
f(ny=—|" ft)e"™'dt=—f =—| f(t)edt
(n) Tojo ® 5t TOJO ®

®=Nw,

®=Nw,

por lo tanto, si se dispone de la T.F. de un periodo de la senal f(t), entonces, la T.F.F.D. es inmediata,
por cuanto se requiere solo de un reemplazo. También se tiene la existencia de la Transformada de

1.5 T T 6 T T T
0 .
f(t)
1 - 4 : -
a) f(w) :
esr ’ di Ly i
! ! [
0 0
=10 -5 0 To 10 -5 20/ T, 5
3 T T 6 T T T
0 0
f(t)
2 - 4 -
b) f(w)
1 - 2 f(n) -1
0 ] ] 0 !
=10 =5 0 To 10 =5 27/ T 5
3 T T 6 T T
0 0
- f(t - - -
2 (® 4 (o)
©)
1 -1 2 -1
f(n)
] ] 0

0
=10 =5 0 To 10 =5 21/ Ty 5

Fig. 3.10 Senales y sus T.F.F.D..
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Fourier de Frecuencia Discreta Inversa.

Pro.: La T.F.F.D. Inversa de una sefal f(t) con periodo Ty = 27/, es:
fty=2 f(me™,

endonde, f(t)ell, tel, jno,el.

El parecido de la expresion anterior con la serie de Fourier de un sefial periddica no es coincidencia. Es

mas, una sefal periddica puede ser escrita como, f(t)= Zc(n)ej“‘”Ot , donde c(n) son los Coeficientes

—00

de Fourier dados por c(n) = [a, - jbn]/2, con a, :TEJ.OTU f (t)cos(nw,t)dt y b, :TEJ.OTO f (t)sin(no,t)dt .
0 0

Por lo tanto, se espera que f(n) corresponda a los Coeficientes de Fourier de la senal f(t).

Ejemplo 3.15. Dada la sefal de pulsos periddica f(t) = Z f,(t—IT,) con fy(t) = u(t+T,) — u(t-T,) se determina la T.F.F.D.

|=—0

, entonces, la T.F.F.D. de f(t) es f(n) = fo(®)|, -

de f(t) como el muestreo de la T.F. de la sefial fy(t). Como fy(w) = 2sin(oT, )
®

1 2sin(ne,T,) _ 1 2sin2anT, /T,)

o/To=
T o, T,  2mn/T,

. La grafica se muestra en la Fig. 3.10(a). &

Ejemplo 3.16. Dada la sefial de dientes de sierra periddica f(t) = z f,(t=IT,) con fo(t) = (tH+THU(t+T,) — 2tu(t) + (t-
|=—
T)U(t-T,) se determina la T.F.F.D. de f(t) como el muestreo de la T.F. de la sefial fy(t). Como fy(w) = Z(ILSZ(@T&‘)),
®

entonces, la T.F.F.D. de f(t) es f(n) = fo(®)o = noy/To = 1 20 =cos(yT,)) _ 1 2(1=cos2nnT, /T,))

. La grafica se

2 2
T, (nw,) T, 2nn/T,)
ST T T 2 T 1 |
i f(n)
v/\/\ | /\/\ 19 T N e PO PSS -
oA A A a) 1k 4
\/\/E ) ’
i [ ) [
-5 L1 i 1 bbb & b b Lo
-5 0 5 -8 =6 =4 =2 0 n=2 4 6 8
5 T T T 1 T T T T
-- 3 4 2f(n) 37c0s{2n7} —
T 0
f(t) et
0 b)
N _
°
-5 L I 0 b o b 1_..1.-1.'1_.';-
0 2 4 6 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Fig. 3.11 Senales periodicas conocidas y sus T.F.F.D..
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muestra en la Fig. 3.10(b) y (c) para dos valores de Tj. &

Ejemplo 3.17. Dada la sefal periddica f(t) = z f,(t—IT,) donde fo(t) = 3sin(2nt/T()-0.5sin(3-27t/Ty)-sin(5-2nt/Ty) que
|=—o0

contiene una fundamental, una tercera y una quinta componente. Se obtiene su T.F.F.D. numéricamente y se muestra en la

Fig. 3.11(a). Se puede apreciar que f(n) con n = 1 es 1.5 que corresponde a la mitad del valor de amplitud del primer

armonico de f(t). Similarmente, f(n) con n =5 es 0.5 que corresponde a la mitad del valor de amplitud del quinto armonico

de f(t). Esto corrobora la relacion entre f(n) y los coeficientes de Fourier de la sefial f(t).

Ejemplo 3.18. Dada la sefial periddica f(t) como mostrada en la Fig. 3.11(b). Al obtener su T.F.F.D. numéricamente y
graficarla amplificada por un factor de dos y solo para valores positivos de n, se encuentra que 2f(n) con n = 1 es

3icos {27: l} que corresponde al valor de amplitud del primer armonico de f(t). &
n 0

Ejemplo 3.19. Para el sistema ilustrado en la Fig. 3.12(a) determine los primeros cuatro coeficientes de la serie de Fourier
de la respuesta a la entrada periodica Aun(t) = Ady(t) = u(t) — 2u(t - 0.015) + u(t - 0.030) con periodo T, =0.045. R.: La T.L.
de un periodo de la entrada es Au (s)=(1-2e""*+e""*)/s, la T.L. de la respuesta a impulso es

Ah (s) = kp(—Z?;(DnS-i-c)ﬁ)/(Sz +280,5+®.), por lo que la T.L. de un periodo de la salida normalizada es
Ay, (s) = (1-2e"" +e%%) /s -k (28w, S+ ;) /(S* + 26,5+ ®;) . Por lo tanto, la T.F. de un periodo de la sefial de
salida es Ay, () = (1-2e"1° +e7°%9°) /(jw) -k, (-2Ew, jo + 0}) [~ + 28w, jo+o}) , Fig. 3.12(b) y (c). La T.F.F.D.
para la sefial de salida periddica se encuentra reemplazando @ en Ay,(@)por 2nnF,, (con T, = 1/ F,) y dividiéndola por T,
asi, Ay, (n)=1/T,(1-2e 2% 4 e 0%02%y j(jangF ) -k (-2&w, j2n7F, + @} ) /(—(2nmF,)’ + 28w, j2n7F, + ). La

grafica para varios valores de N y ® se muestran en la Fig. 3.12(b) para la magnitud y Fig. 3.12(c) para la fase. Finalmente,

o—27/YY Y ° N
1%

- ; J; " L R
e(t) Sw(t) v(t) =
- i(t) a) - ‘ ¢

0.03 =7 T T T 3007 T
b) arg{Ay(o)}

A et T ARRAAAR
+ A1 TR

a)

arg{Ayn(n)}
0 g ! I v L A =300 L
=1000 =500 0 500 1000 =1000 =500 0 500 1000
2 T T T T T T T T
d
AV,
0 / A / A
/4 a4 AV, N
Ad,
- | | | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08

Fig. 3.12 Coeficientes de Fourier; a) circuito, b) modulo de la T.F. y T.F.F.D., ¢) fase de la T.F. y T.F.F.D., d) entrada,
respuesta aproximada y exacta.
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los coeficientes seran la evaluacion de Ayp(n) con n =1, 2, 4, y 5. Por lo tanto, una aproximacion a la sefial periddica de
salida considerando los primeros cuatro armonicos es Ayy(t) = 2|Ayn(1)|cos(2nFot + arg{Ayn(1)}) + 2|Ayn(2)|cos(2-2nF,t +
arg{Ayn(2)}) + 2|Ay,(4)|cos(4-2nF,t + arg {Ayn(4)}) + 2|Ayn(5)|cos(5-2nFt + arg{Ay,(5)}). La gréafica de la entrada periddica
y las salidas exacta y aproximada se muestran en la Fig. 3.12(d). «

3.5 Transformada 2

La Transformada Z se introduce como el dual de la Transformada de Laplace. Es decir, como
alternativa de analisis para sistemas que trabajan con sefiales discretas.

A . Conceptos

. < 1 )
La serie dada por Zrk =14+r+ri+-+r" +~--:1—, con r el] converge si [r| < 1. Por otro lado, se
k=0 -

© 2
tiene que {Zrk} =A+r+r +)A+r+r2 ) = 1+r+r + o+ r+r +r + P+t 4’ 4o =
k=0

o 2
1+2r+3r2 +4r° +5rt 4. = > (k+Dr :{ ! } - ~.
k=0 1-r (1-r)

Estas definiciones son preliminares para la introduccion de la Transformada Z.

Def.: Se define la Transformada Z (T.Z.) de una secuencia de valores f(kT), donde, k=0, 1, ... y T es
el periodo de muestreo como,

Z{(kT)) = f(2) =i f(kT)z™,
k=0

endonde, f(kT)ell, kell,, z=u+jvell .

Notar que f(z)= f(0)+ f(T)z"' + f(2T)z > +---, por lo que su convergencia dependera de z. Esto es
equivalente a la convergencia en la T.L. de sefiales continuas f(t), donde s6lo para algunos valores de S
la T.L. f(S) converge. En particular, se encontrd en el plano S que las regiones de convergencia eran
paralelas al eje imaginario. Si el limite inferior de la sumatoria en la definicion de la T.Z. se considera a
-oc, entonces se dice T.Z. Bilateral.

Ejemplo 3.20. Para la sefial discreta f(kT) = e*"u(kT) determine su T.Z.. R.: En este caso, Z{f(kT)} = f(z). =
— , que converge si le"z"'| < 1, que es equivalente

STz = Ye uknyzt = Ye ik = Y)Y = ——
k=0 k=0 k=0 k=0 1-e'z

ale’’| <| z|. Notar que la regién donde f(z) converge es el complemento de un circulo de radio |e”'|. &

Ejemplo 3.21. Calcule la T.Z. de, (a) f(kT) = 8(kT), f(z) = i f(kT)z™* = iS(kT)z-k = 5(0)+8(T)z" +-+- = 1, (b) f(KT)
z

= u(km), f2) = iu(kT)z’k = iz’k S N Py (c) f(kT)
k=0 k=0 -

1-z"

(KT), 1) = SKTuKT)z* = YkTz* =
k=0 k=0
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Tz 42Tz 43T+ = T(2' 42274327 ++) = Tz (14227 4327+ = T2 D (k+ )z = Tz a 1_1)2.
k=0 -z
0 0 e]ka —e — jokT 1 © 0 .
(@ fKT) = sin(ekT), fiz) = ) sin(okT)z™ Z v = 2—{2 J“’”zk—Zerszk} =
k=0 k=0 k=0
L{ 1 _ 1 } _ 2" sin(oT)
2jl1-e"z7" 1—e Tz 1-272"cos(wT)+2"

Al igual que los casos anteriores, para obtener la T.Z. Inversa se puede utilizar,

Pro.: La T.Z. Inversa de una funcion f(z), es:
1
f(kT)=Z"f(2)}=—1| f(2)z""dz,
(KT)=Z"{f (2)} m[ﬂ (2)

donde, T es el periodo de muestreo y f(kT)ell, kell,, z=u+jvell y I esun contorno
cerrado donde f(z) converge.

Al igual que en la T.L. no es practico la utilizacion de la definicion de la T.L. Inversa y se recurre a
simplificar (normalmente utilizando fracciones parciales) la expresion de f(z) para luego reconocer
funciones tipicas.

(1-e "z

Ejemplo 3.22. Calcule la T.Z. Inversa de f(z) = - —
(1-z2)1-e"2")

. R.: La expresion para f(z) se puede escribir como

1 . y
f(z) = 7 1o g por lo que reconociendo términos se puede encontrar que f(KT) = u(kT)- e*"u(kT).

B . Propiedades

Linealidad. Sean f;(kT) con T.Z. fi(2), f2(KT) con T.Z. f(2), a1 y o, constantes reales, entonces la T.Z.
de o fy(KT) + oafa(KT) es o fi(2) + axfa(2). Dem.:

Z{io, f,(KT)+a, f,(KT)} = i(a1 f,(kKT)+a, f,(KT)) z’

k=0

- Zf(kT)z +o Zf(kT)z"‘
(D) +a,1,(2)

En el caso general, dadas fi(kT) con T.Z. dadas por fi(z) y coeficientes a; reales, entonces la T.Z. de |
Zai f.(KT) es Zai f.(2). |

Escalamiento en el tiempo. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y a una constante real, entonces la T.Z. de f(akT) es |
f(z"?). Dem.:

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.




Apuntes: 543 214 59
Z{f(akT)} =D f(akT)z™* si_ n=ak, k|'—>n[ a>0
k=0

= i f(nT)z™* = Z f(nT)(Z")™
— (l/a)

Desplazamiento en el tiempo. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y a una constante real positiva, entonces la T.Z. -

de f(kT -aT)es z°° { f(2)+ i f(nT)z‘”} y la de f(kT +aT) es z* { f (z)—ai f(nT)z‘”}. Dem.:

n=-—a

Z{f(kT—aT)}:if(kT—aT)z-k si n=k-a, k|'—>n|" a>0

k=0

i f(nT)z ™ = Z f(nT)z"z™® Z f(nT)z "z + Z f(nT)z "z

=7 {i fmz"+ Y f(nT)Z‘“}= Z‘a{f(2)+ 2 f(”T)Z_n}

Z{f (kT +aT)} = Zf(kT+aT)z si n=k+a, k| —>n a>0
if(nT)z‘(” D= Zf(nT)z‘”za+Zf(nT)z‘" z° Zf(nT)z-n z°

=7° {Z f(nT)z*“ _Z f(nT)Z”}: Za{f(z)_z f(nT)z“}

Escalamiento en la frecuencia. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y a una constante real, entonces la T.Z. de |
a“f(kT) es f(a'z). Dem.:

Z{a“ f (kT)} = iak f(kT)z ™" = i f(kT)a'z) ™  =f(a'z).

Diferencia. Sea f(kT) con T.Z. f(z), entonces la T.Z. de f(kT) - f(kT-T) es (1 - z)f(z). Dem.:
ZHKT) - (KT -T)=f(2)-z"'"f(2)=1-2"1(2).

Sumatoria. Sea f(kT) con T.Z. f(z), entonces la T.Z. de z f(iT) es - ! — f(z). Dem.:

i=0

i=0 i=

Z{Zk: f(iT)} Z.O:Zk: f(iT)z ™" = fO)+{fO)+ fM}z" +{fO0)+ f(T)+ f(2T)}Z’2+
{

O+ Mz + @D+ f+{ £ (027 + F M7 4o f 4+ { F(0)27 4o
{(FO+FMz"+ QN7+ f+ 2 {F(0)+ M)z 4} + 27 {F(0) 4} +

= i f(KT)z ™  + z-li f(kKT)z ™+ z‘zi f(kT)z ™  +
k=0 k=0 k=0

= f(z)+z1f(z)+22f(z)+---:{zw:zk} f(2)= 1_1
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Teorema del Valor Inicial. Sea f(kT) con T.Z. f(2), entonces f (kT)|k:0 = }(m(} f(kT)=1im f(z). Dem.:

se sabe Z{f(kT)}=f(z) =i f(kT)z*=fO)+ f(M)z"'+fQ2T)z 2+
k=0

porlotanto  lim f(z)=lim{ f(0)+ f(T)z"+ f(2T)z " +--}
lim f(2)= f(0)+lim{ f(T)z"'+ f(2T)z " +---
lim f (z) = f(0)

Teorema del Valor Final. Sea f(kT) con T.Z. f(z), entonces f(kT)|k_m = &im f(kT)= 1in11(1 -z Hf(2).

Dem.:
se sabe Z{f(kT)} = f(z):i f(kT)z‘k =fO)+fM)z"'+fQT)z7 +---
y que Z{f(kT —T)} = z’lf(z)zi f (KT —T)z’k =f(-T)+f0)z"'+ f(T)z*2+...,

porlotanto  f(2)—z"'f(2)=(f(O)+ f(T)z"+ fQT)z 7 +-)=(F(0)z" + F(T)z7 +---)
lim(1-2"") f (2) = lim  (kT)

Seiales Periddicas. Sea fo(kT) con T.Z. fo(z) y la senal periodica f(kT)= Z f,(KT —ipT), entonces la

i=0

T.Z. de f(kT) es " l_p f,(z). Dem.:

ii fo (KT —ipT)z ™

i=0 k=0

Z{f(KT)}= {Zf (kT—lpT)}= 3 {i fo(kT—ipT)}

i=0

0

= @)= @Y = (0

i=0

Convolucion. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y g(kT) con T.Z. g(z), entonces f(KT)*g(kT) tiene una T.Z. dada |
por f(2)g(z). Dem.:

Z{f(kT)*g(kT)}:i{f(kT)*g(kT)}z‘k
:i if(iT)g(kT—iT)}z" si. n=k—i, k| —>n[’
= i i f(iT)g(nT)z ™" ={i f(iT)z“Hi g(nT)z‘”}
= f(2)9(2)

Convolucion de Linea. Sea f(kT) con T.Z. f(z) y g(kT) con T.Z. g(z), entonces f(kT)g(kT) tiene una |
T.Z. dada por L[ﬂ f(z/v)v'g(v)dv. Dem.:
27)
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Z{f(kT)g(kT)} = i f(kT)g(kT)z ™ = i f(kT){zij[jjr g(v)v“dv} 7"
k=0 k=0 T

—L N —kyk-1 _L N 17—k [ ,~1
_2nj[ﬂkz_(;f(kT)z v g(v)dv_znjm{kz_;f(kﬂ(v 7) }v g(v)dv.

1 1
_2—m[ﬂ_ f(z/v)v g(v)dv

Ejemplo 3.23. El caso del depdsito inicial esta dado por la ecuacion P(KT + T) - (1 + I)P(KT) = 0. Si el depbsito inicial es
P(0) = Py encuentre la ecuacion para determinar la cantidad resultante al mes KT arbitrario. R.: Al tomar la T.Z. a la

ecuacion queda z{P(z) - P(0)} - (1 + DP(z) = 0, por lo que P(z) = tomando la T.Z. inversa se obtiene la

g
z-(1+1)
cantidad al mes KT como P(KT) = Py(1 + *u(kT), correspondiente a la clasica ecuacion financiera para un deposito inicial a
un interés fijo. %

Ejemplo 3.24. Estudiar el caso del deposito inicial P, mas un aporte mensual fijo P; a partir del 2°° mes. R.: Este caso esta
dado por la ecuacion P(KT + T) = (1 + DP(KT) + (1 + Du(kT), donde u(kT) = P;u(kT — T). Al tomar la T.Z. se obtiene z{P(2)

“P0)} = (1 + DP@) + (1 + P, Z{u(kT — T)}, o bien, zP(2) - zP, = (1 + HP() + (1 + |)P1z'1i, por lo que P(z) =

z P, + Sl ! R, utilizando fracciones parciales se llega a P(z) = : P, + Il R ! _ ,
z—(1+1) z-(1+1)z-1 z—(1+1) | z-(1+1) z-1
. z 1+1 " z o Z .
lo que se puede escribir como P(z) = P, + P<z -z , reconociendo los escalones
z—(1+1) | z—(1+1) z-1

retardados en una unidad de tiempo discreto se puede tomar la T.Z. inversa y por lo tanto la cantidad al mes kT queda dada

por P(KT) = P,(1+ |)ku(kT)+$Pl{(1+ D! —1ukT =T) . &

3.6 Transformada de Fourier de Tiempo Discreto

Sea f(t) una sefal continua y sea g(t) la funcion f(t) muestreada con impulsos a intervalos regulares
distanciados en T. Asi, la funcion muestreada es g(t) = f(t){---+8(t+T)+8(t)+8(t—T)+---} =

{+ FO3+T)+ FO3M)+ FOSE-T)+---} = {---+ F(=T)3t+T)+ f(0)3(t)+ fF(T)S8A-T)+---},
g(t)= i f(KT)o(t—KT). Al tomar la T.F. de g(t) se obtiene, g(QQ) = T{i f(kT)S(t—kT)} =

k=—o0

Z f(KT)F {S(t - kT)} = Z f (KT )e '*T . Noétese que la expresion anterior sélo depende de la sefial
k=—0 k=—0

f(t) muestreada a intervalos regulares, que corresponde a la sefial discreta f(kT). Es decir, la operacion
anterior es una operacion aplicada a una sefial discreta. La operacion anterior se conoce como la
Transformada de Fourier de Tiempo Discreto, pues es una operacion que se aplica sobre una sefal
discreta, pero resulta en una funcion continua que depende de Q. Se utiliza la variable Q para denotar
la frecuencia, y no o, para resaltar que se trata de aplicar la operacion sobre una sefial discreta.
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Def.: Se define la Transformada de Fourier de Tiempo Discreto (T.F.T.D.) de una seifial f(kT),
como:

0

f(Q)=> f(kT)e '™,

k=—o0

endonde, f(kT)el, Tel, JOKT el .

Notese que la T.Z. de la sefial f(kT) es f(z)= z f(KT)z . Es mas, si la sefial tiene soporte positivo,
k=0

entonces, f(z)= Z f(kT)z™*, por lo que la T.F.T.D. de una sefial discreta se puede obtener

k=—o0

reemplazando z por €' en su T.Z. Similarmente, se tiene la T.F.T.D. Inversa como,

Def.: La T.F.T.D. Inversa de una sefial f(Q2), es:
F(T) = f(Q)e ™ dQ,

endonde, f(kT)ell, Tell, JOKT el .

0

Ejemplo 3.25. Calcule la T.E.T.D. de f(KT) = u(KT+T,) - uKT-T). R La T.Z. de f(KT) es f(2) = > u(kT +T,)z°* -

k=—00
L5 T 6 T T
f(kT) 10 0 20T
1F o0-0-9000 — 4 —
f(Q)
a)
0.5 ) - 2 =
f(w)
cbdocoool |  decees o

oresTeeee 0 s 0 10 0 10

15T T 3 T T
0 0 21T
1 . 2 =
(t) b) f(Q)
0.5 . 1 =
f(KT)
(bobe L . f(w)
-5 0 5 -10 0 10
L5 T 3 T T
0 2T
1 = 2 )
f(t) )
05 f(kT) = 1
f(w)
N 'S
0TS 0 5 0 =10 0 10

Fig. 3.13 Senales discretas y sus T.F.T.D. (las sefiales en verde son las equivalentes continuas).
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ZRT T
-1

DukT =Tz ™" = Z ukT +TT,/T)z™* - > ukT -TT,/T)z* =
k=—o0 k=—0 k=-0

(e]QT )Ta /T _ (eJQT )7Ta /T ejQTa _ eijTa
1_(ejQT )71 = 1_e7jQT

en f(kT), también se muestra f(w) que es el médulo de la T.F. de la senal continua f(kT) y el médulo de f(Q) que es la

T.F.T.D. de f(kT). Se puede ver que f(Q2) es periddica de periodo 27/T y que se asemeja a f(w) para bajas frecuencias. &

. Por lo que, reemplazando z por e’

se obtiene f(QQ) =

. La Fig. 3.13(a) muestra la grafica de f(t) que muestreada resulta

0 0 0
Ejemplo 3.26. Calcule la T.F.T.D. de f(kT) =e™. R: La T.Z. de f(kT) es f(z) = > e ™'z = Y e ™z + S ez *
k=-0 =

k=—o0

1= Ze iz 4+ Ze’” 7% 1= Ze’”T 2"+ Y ezt - Z(e "+ Z(e’T Yl ——  —— = 1.
k=0 n=0 l1-e7z 1-e

Por | lazand T Se obtiene f(Q) L ] S ILL

or lo que, reemplazando z por e se obtiene f(Q2) = ool oo™ |~ (g g a

Fig. 3.13(b) muestra la grafica de f(t) que muestreada resulta en f(kT), también se muestra f(®) que es el médulo de la T.F.
de la senal continua f(t) y el modulo de f(Q) que es la T.F.T.D. de f(kT). Se puede ver que f(QQ) es periddica de periodo 27/T
y que se asemeja a f(w) para bajas frecuencias. La Fig. 3.13(c) muestra idénticos resultados pero con un T igual al doble del
anterior. Claramente, f(Q2) es periddica de periodo 27/T y que se asemeja a f(w) para bajas frecuencias, pero ahora para un
rango menor de frecuencias. Esto es esperable, puesto que mientras menor sea T la sefial se asemeja ain mas a la sefial
continua y por lo tanto f(Q2) y f(®) debieran tender a ser idénticas. &

3.7 Transformada de Fourier Discreta

Similarmente al caso continuo, en el caso de tener senales discretas y periddicas la operatoria asociada
a la T.F.T.D. puede no converger. Por esta razon, se define una Transformada de Fourier Discreta para
sefales periddicas de manera de mantener las propiedades asociadas al espectro en frecuencia
obtenidas con las transformaciones anteriores.

Def.: Se define la Transformada de Fourier Discreta (T.F.D.) de una senal f(kT) con periodo Ty =
271/QYy, como:

1 T

f(m)=
(m T,/T <

e*ijOkT :Lf f(kT)e—jmKZn/N ,
N iz

endonde, f(kT)el, N=T,/T=2n/(Q,T)el, jmk2rn/N el.

Notese que la definicion anterior corresponde al muestreo de la T.F.T.D. de un periodo de la sefial f(kT)
dividida por N; es decir,
1 Nt , 1 1 N= .
f(m)=—> f(kT)e >N = — Q)| = —Z f (KT )e T ,
N = N e NS Q=mQ,
por lo tanto, si se dispone de la T.F.T.D. de un periodo de la senal f(kT), entonces, la T.F.D. es
inmediata. Similarmente, se tiene la Transformada de Fourier Discreta Inversa.

Pro.: La Transformada de Fourier Discreta Inversa de una sefial f(m), es:
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Ty /T-1 ) N-1 )
f(kT) — Z f(m)eijOKT — Z .I: (m)e]men/N ,
m=0 m=0

endonde, f(kT)el, N=T,/T=2rn/(Q,T)el, jmk2n/Nel .

Ejemplo 3.27. Calcule la T.F.D. de la sefial periodica f(kT) = Z f, (KT —IT,) con fo(KT) = u(kT+T,) - u(kT-T,). R.: Con N

|=—0
eJ'QTa _ eijTa ejmzn/ma _ e—ijn/ToTa

= Ty/T, la T.F.T.D. de fo(kT) es fo(QQ) = ——————, por lo que la T.F.D. de f(kT) es N-f(m) = — =
1—g o7 | —e m2e/TT

@Im2n/TTy _ o= im2n/TyT,

. La Fig. 3.14(a) muestra la grafica de f(KT), Tfo(Q2) que es T veces el modulo de la T.F.T.D. de fo(kT) y

1 _g im2n/N

Tof(M) que es Ty veces el modulo de la T.F.D. de f(kT). Se puede ver que Tof(m) es un muestreo perfecto de Tfo(Q2). &

Ejemplo 3.28. Calcule la T.F.D. de la sefial periodica f(kT) = Z f, (KT —IT,) con fo(kT) = (KT+T)u(KT+T,) — 2KTu(kT) +

|=—o0

(KT-TU(KT-T). R.: La T.F.T.D. de fo(kT) que es fo(Q) (amplificada por T) y la T.F.D. de f(kT) que es f(m) (amplificada por
Ty) se muestran en la Fig. 3.14(b) para T, = 4, también se muestran para T, = 6 en la Fig. 3.14(c). Como es de esperarse, a
medida que Ty aumenta, el muestreo en frecuencia es mas continuo y por lo tanto Tof(Mm) se asemeja mejor a Tf(QQ). &

Ejemplo 3.29. Dada la sefial periddica, Fig. 3.15(a), f(kT) = Z f,(KT —IT,) donde fy(kT) = 3sin(2nkT/T,)-

|=—0

0.5sin(3-27tkT/Tp)-sin(5-2nkT/Ty) que contiene una fundamental, una tercera y una quinta componente, calcule su T.F.D.. Se

15 T T 6 T T T
0 01 2
KT To E2n/T0 o
1 4 N
2) o) [ §
05k _ 2= Tof(m) i 4
| soce cose—L 1
0 - 0 5 R 0 10
3 T T T 6 T i '
0 Ty=4 i
(kT 0 Ezan 2n/T
- e ° [ o o — 4 : T
ee oo oo oo oo
; : b) Thy(Q)
e ©¢ o ©¢ oi0 eio o o - -
1 i 2 Tof(m)
e oo o0 (00 i o0 o i
o ol 1 o [ o i
=10 =5 0 5 10 =10 0 10
3 T T T 6 T T T
T,—6 ol 2vT, 2T
f(kT) H
2 ° ¢ = 4= N
X ogo o0 0)
I e e ° é ° eie - 2 Tf(Q) E i .
° ° o o ° ° Tof(m)
| essse—L asses_L &
0‘10 =5 0 5 10 0 -10 0 10

Fig. 3.14 Senales discretas y sus T.F.D. (las sefiales en verde son las T.F.T.D. de un periodo de la sefial).
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obtiene su T.F.D. numéricamente y se muestra en la Fig. 3.15(a). Se puede apreciar que f(m) con m = 1 es 1.5 que
corresponde a la mitad del valor de amplitud del primer armoénico de f(kT). Similarmente, f(m) con m = 5 es 0.5 que
corresponde a la mitad del valor de amplitud del quinto armonico de f(kT). Esto corrobora la relacion entre f(m) y los
coeficientes de Fourier de la sefial f(kT). &

Ejemplo 3.30. Dada la sefial periddica f(kT) como mostrada en la Fig. 3.15(b). Al obtener su T.F.D. numéricamente y
graficarla amplificada por un factor de dos y so6lo para valores positivos de m, Fig. 3.15(b), se encuentra que 2f(m) con m =

4 T . . . .
1 es 3—cos {271T—} que corresponde al valor de amplitud del primer arménico de f(kT). Notese que esta sefial tiene
n 0

armonicos 5, 7, 11, 13,...., usted encontrara mas adelante que esta forma de onda es caracteristica en sistemas eléctricos
trifasicos de rectificacion. &

S T T T T 2 T T T T T T T
A o AP to
o f(kT) ! . M oo
¥y .0.5 : .- f 3 § f(m)
or ‘f ° . ﬁ; 1‘ ° T a) e E N
. ° .
[ ] [ ] : [ ] ° E °
° e | ° H
‘f\" H 1{”‘. ° E °
B 1 i 1 | bbb b b b b boe
=4 =2 0 2 4 -8 =6 -4 "2 0 2 4 6 8
5 T T T T T T T 1
essccoccsce 4 2f(m) 3—cas{2n—} —
f(kT) |-@-----
0POO-------------- 00009 ----—-------—- 09 b)
= _
[y
°
- ! L go—bob b bob 44
50 2 4 6 0 2 4 6 8 10 12 14 16

Fig. 3.15 Senales discretas y sus T.F.D..

2 T T T T T T T T

a) " b)
R Iyl

I
L=l

il
V(t) I

C

T T T T

T T
e P X 0 PN P
v Avy(t), T.F.D. > N
Avy(KT) Avy(D), T.F.

- 1 1 1 1 1 1 1 1 - 1 1 1 1 1 1 1

2|AV(m)|

2|AVp(m)|

150

=300

Fig. 3.16 Muestreo de sistemas continuos y los Coeficientes de Fourier; a) circuito, b) entrada y salida periodica en
S.S., ¢) muestreo de la salida, d) salida exacta, aproximada por la T.F.F.D. y por la T.F.D., ¢) modulo de la T.F.F.D.
yde T.F.D., e) fasedela T.F.F.D.yde T.F.D..
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Ejemplo 3.31. Determine los coeficientes de Fourier de la senal de salida del circuito elevador de la Fig. 3.16(a) que se
obtiene de muestrearla a una taza T. R.: La sefial de salida continua y la resultante de muestrearla 10 veces por periodo se
muestra en la Fig. 3.16(c). Al tomar la T.F.D. se obtienen la magnitud y fase de los coeficientes de Fourier ilustrados en la
Fig. 3.16(e) y (f), respectivamente. También se muestra los coeficientes obtenidos mediante la aplicacion de la T.F.F.D. ala
salida continua. La Fig. 3.16(e) indica que los resultados de la T.F.D. son “apropiados” hasta una frecuencia normalizada
igual a la mitad de la taza de muestreo. Esto se justifica en la periodicidad de la T.F.D. Los resultados arrojados por la
T.F.F.D. y la T.F.D. no son idénticos por cuanto las sefiales reconstituidas por los primeros cuatro arménicos y utilizando
ambos métodos no son iguales como ilustrado en la Fig. 3.16(d). Es natural pensar que esta discrepancia disminuye a
medida que la taza de muestreo aumenta.

3.8 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- Calcule la T.L. Bilateral f(s) de las sefales f(t) de la Fig. 3.17.

2.- Calcule la T.F. f(w) de las senales f(t) de la Fig. 3.17.

3.- Grafiquela T.F. f(o) de (2) para To=12, A=To/dy A=2.

4.-  Si las sefiales f(t) de la Fig. 3.17 se hacen periddicas de periodo Ty calcule la T.F. f(n) de las
sefales resultantes.

5.- Grafique la T.F. f(n) de (4) para To=12, A=To/d y A= 2.

6.- Si las sefales f(t) de la Fig. 3.17 se muestrean cada T unidades de tiempo calcule la T.F. f(QQ) de
las sefiales resultantes f(KT).

7.-  Grafique la T.F. f(QQ) de (6) para To= 12, A=Ty/4,A=2y T=0.5.

8.- Si las sefiales f(kT) de (6) se hacen periddicas de periodo Ty calcule la T.F. f(m) de las sefiales
resultantes.

9.- Grafique la T.F. f(m) de (8) para To=12, A=T¢/4,A=2y T=0.5.

B . Nivel intermedio.

1.-  Reemplace en las sefales f(m) obtenidas anteriormente ® por t. Esto generara nuevas sefales en
el tiempo que se denotaran por g(t). Calcule la T.F. g(») de las sefiales g(t).
2.-  Si las senales f(t) de la Fig. 3.17 se multiplican por la sefial g(t) = cos(2nfot). Calcule la T.F. de

A A A
A A A
a) b) ©)
T2 -A A T2 T2 -A A Ty2 To/2-To/4 T4 T2
A A A
A
A > A A
d) -A - e) To/4 - D 10 -
T2 A T2 T2 -Ty/d u To2 T2
-A -A -A

Fig. 3.17 Seiales para ejercitar.
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las sefal resultante f(t)g(t).

Grafique la T.F. de f(t)g(t) obtenidas anteriormente para To = 12, A = To/4, A= 2 y para f, =
10/T0, 5/To y 2/T()

Determine a partir de los resultados anteriores los coeficientes de la Serie de Fourier de las
sefales f(t) de la Fig. 3.17 al hacerlas periddicas de periodo Ty, considere To =12, A=3y A=2.
Compare estos resultados con los obtenibles en algiin software matematico dedicado.

Obtenga la respuesta a impulso de los sistemas ilustrados en la Fig. 3.18 y obtenga la T.F. de
estas respuestas.

Aplique las senales (d), (e) y (f) de la Fig. 3.17 como entradas a los sistemas linealizados
obtenidos de la Fig. 3.18 y obtenga la T.F. de la salida. Verifique que ésta es el producto de la
T.F. de la respuesta a impulso y la T.F. de la senal. Utilice para: los estanques Top = 10 s, la
suspension activa To = 4 s, la central solar Ty = 5 s, el estanque diluidor Ty = 8 s, el circuito
reductor Tp =20 ms, y el motor de cc To=6s.

£ Y ¢ h »
B @1 sensor de nivel o= f ------
A E :
a) /\‘ . i
'h2 -‘h3 E

maquina cc I, T

Fig. 3.18 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,

e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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Nivel avanzado.

Determine las condiciones que debe tener f(t) para que f(w) sea (i) par, (ii) impar, (iii) real, (iv)
imaginaria.

Determine las condiciones que debe tener f(KT) para que f(Q2) sea (i) par, (ii) impar, (iii) real, (iv)
imaginaria.

Determine las condiciones que debe tener f(t) que es periddica de periodo Ty para que f(n) sea (i)
par, (ii) impar, (iii) nula V n par, (iv) real, (v) imaginaria.

Determine las condiciones que debe tener f(KT) que es perioddica de periodo Ty para que f(m) sea
(1) par, (i) impar, (iii) nula ¥ n par, (iv) real, (v) imaginaria.

Demuestre que otra propiedad de la T.Z. es la denominada Diferenciacion en el dominio z. Esta

indica que dado f(kT) con T.Z. f(z), entonces la T.Z. de kf(kT) es —ZM.

Verifique que las propiedades de la T.Z. se cumplen en la T.F. Tiempo Discreta.

o0

ZM kf (KT)
Z:ﬂ f(KT)

Se define el centro de gravedad Cq de una sefal f(kT) como ¢, = . Exprese ¢4 en

funcioén de f(Q).
Sea la sefial no-periddica fo(KT) con T.F. fo(€2). Determine la relacion entre los Coeficientes de

Fourier ¢ de la senal periodica f(kT) = Z:@ f,(KT —INT) yla T.F. fo(Q).
Determine la T.F. de la salida de un muestreador con retencidn, en donde la salida esta dada por

0

y(t) = Z u(iT)d; (t—iT)T . Dejar la expresion en funcion de la T.F. de la entrada u(t).

|=—00
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4 Caracterizacion Matematica

Muchos sistemas dinamicos pueden ser entendidos y analizados
intuitivamente y sin tener que recurrir a las matematicas y sin el desarrollo
de una teoria general de dinamicas. Es mas, en distintas situaciones de
nuestra vida cotidiana tratamos sin mayores problemas con muchas
dindmicas simples. Sin embargo, para enfrentar eficientemente situaciones
mas complejas, es necesario proceder sistematicamente. Es en este punto
donde las matematicas pueden ayudarnos a economizar lenguaje y
proveernos de un marco conceptual.

4.1 Introduccion

El uso de ecuaciones diferenciales o de diferencias para representar comportamientos dinamicos
corresponde si el comportamiento es visto bajo un dominio de tiempo continuo o tiempo discreto,
respectivamente. Tiempo continuo corresponde a nuestra concepcion natural del tiempo, es decir, como
una variable continua en el dominio de los numeros reales. Un valor arbitrario de este tiempo continuo
usualmente se denota por la letra t. Comportamientos dinamicos vistos bajo el dominio del tiempo
continuo normalmente se describen mediante ecuaciones diferenciales, las cuales relacionan las
derivadas de una variable dinamica con su valor actual. Este es el caso del circuito eléctrico de la Fig.
4.1, cuya ecuacion diferencial que lo representa es,

e(t) = Ri(t)+ L%+vc(t)

Def.: Una ecuacién diferencial es cualquier igualdad algebraica o trascendental que involucra
diferenciales o derivadas .

Def.: Una ecuacion diferencial ordinaria es una igualdad que involucra una o mas variables
dependientes, una variable independiente y una o mdas derivadas de la(s) variable(s)
dependiente(s) con respecto a la variable independiente .

Def.: Una ecuacion diferencial parcial es una igualdad que involucra una o mas variables
dependientes y dos o mas variables independientes, junto con las derivadas parciales de la(s)
variable(s) con respecto a las variables independientes.

Este ultimo es el caso de la ecuacidon que representa la difusion de calor en una barra como funcion del
tiempo y la posicion, esto es,
oT(x,t) K oT (x,t)
ox ot
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Tiempo discreto consiste en una secuencia ordenada de puntos, es decir, en vez de hablar de un
intervalo continuo de tiempo, se habla de una secuencia de instantes de tiempo. En términos de
aplicacion, es conveniente introducir este concepto de tiempo cuando los eventos y sus consecuencias
ocurren o son contabilizados sélo en periodos de tiempo discreto. Por ejemplo, en un modelo
economico en el cual se considera un interés mensual, nos interesa evaluar nuestro modelo en meses y
no considerar una evolucién continua del tiempo. A menudo, los instantes de tiempo discreto son
representados por un indice el cual comienza en un punto de referencia conveniente. Luego, el tiempo
discreto corresponde a los enteros 0, 1, 2, ... y un instante de tiempo arbitrario se denota por la letra K.
Comportamientos dindmicos vistos en el tiempo discreto, normalmente se describen por ecuaciones de
diferencias, las cuales relacionan el valor de una variable en un instante de tiempo con los valores en
instantes de tiempo adyacentes. Este es el caso de la ecuacion que describe la cantidad de dinero, p, que
se tiene en un banco al cabo de k meses a un interés mensual |, esta es,

p(KT +T)=(1+Dp(KT) & p(kT+T)- (1 +p(KT) =0,

donde T es el intervalo considerado; en general, es el muestreo asociado a la ecuacion de diferencias.

Def.: Una ecuacion de diferencias es cualquier igualdad algebraica o trascendental que involucra mas
de un valor de las variables dependientes correspondientes, por lo menos, a mas de un valor de
las variables independientes. Las variables dependientes no involucran diferenciales ni derivadas.

Def.: Una ecuacion variable/invariable en el tiempo es aquella en la cual uno o mas términos/ninguno
dependen explicitamente de la variable independiente tiempo.

Def.: Una ecuacion lineal es aquella que consiste en una suma de términos lineales (aquellos de primer
grado en la(s) variable(s) dependiente(s) y en sus derivadas). Todas las demds son ecuaciones no
lineales.

Ejemplo 4.1. Clasificar las siguientes ecuaciones,
dh

AE— k«/ﬁ = f, : ecuacion diferencial, ordinaria, invariante, no-lineal.

OT(x,t)
oX

P(KT +T) =1+ 1)p(kT) : ecuacion de diferencias, invariante, lineal. &

OT (Xt . . . C . .
k ét’ ) : ecuacion diferencial, parcial, invariante, lineal.

4.2 Solucién de Ecuaciones Diferenciales

A continuaciéon se repasan las formas clésicas de resolucion de ecuaciones y se introducen los

+ R L +

e(t) ve(®) =71 C
- ity -
o <

Fig. 4.1 Circuito RLC serie.
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conceptos de respuesta estacionaria y transitoria.

A . Representacion generalizada

La forma generalizada de una ecuacion diferencial ordinaria lineal es,

d"y d”‘ly dy d™u d™'u du
+a a—+ b,—+b, ,——+:--+b, —+Dbyu,
dt" et %Y =B g F ot g bdt
n
o en su forma resumida como a — Zb . La solucion de esta ecuacion nos proporciona
i=0 i=0

informacion acerca del comportamlento dlnamlco y estatico de la variable y para la entrada u. En
particular informacién de la rapidez, valores en S.S., estabilidad, etc.
B . Condiciones

Para que exista solucidn y ésta sea tinica debe cumplirse que:

o El intervalo de solucién es 0 <t < oo.
. Se supone que U(t) y sus derivadas en el intervalo de solucion son conocidas.
o Se deben conocer las c.i. y(0), dy/dt(0),..., y"(0),

C. Respuestahomogéneay forzada

Respuesta homogénea. La respuesta homogénea del sistema es cuando la entrada se hace
1dénticamente nula. La ecuacién a resolver es,

n n-1
d’y ! y+~~-+alﬂ+aoy:0,

n + anfl n-1
dt dt dt

-1

n . i-1
utilizando la T.L. se tiene que Z{ai {s' y(s)-) s y“”(O*)}} =0 (con, Y =0), lo que resulta en,
k=0

i=0 k=0

i—1

i asl —-1-k (k)(0+
y(s) — =0 k=0 - ,

D as'

i=0

Respuesta forzada. La respuesta forzada del sistema es cuando las c.i. de y(t) son nulas. La ecuacién a
resolver es,

d"y d"'y dy d™u d™'u du
+a +-- 4 —+ b,—+b, ,——+:--+b, —+byu,
dt" M de™! %Y =B e Pt g bt

i=0 k=0

_ i1 i
utilizando la T.L. se tiene que Zas y(s) = Z{ {s'u(s)—Zs'lku(k)(Oﬂ}} (con, > =0), lo que
k=0

resulta en,
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i—1

ibisi i blsl—l—ku(k)(0+)
9= g

n .
as'

1
i=0
Luego, la respuesta total del sistema es la suma de la respuesta homogénea con la respuesta forzada.
Aplicando la T.L. inversa, la respuesta total en el dominio de tiempo continuo queda de la siguiente
manera,

m i—1

zbisi i bisi—l—ku(k)(0+) zzalsu 1-k (k)(0+)

y(t) :El i=0 U(S)— i=0 k=0 +El i=0 k=0

n

> as' as' > as'
i=0

i=0 i=0

>

Def.: Se define el polinomio caracteristico de una ecuacion diferencial ordinaria lineal como:

n

i _ an n-1
Das' =s"+a, "+ +as+a,.
i=0

Notese que el polinomio caracteristico es denominador comun en todas las expresiones de la respuesta
total de una ecuacion diferencial ordinaria lineal.

Ejemplo 4.2. Para el sistema dado por, dy/dt+a,y=Db,u, con y(0) =y, y con u(t) = u(t) determine la expresion para la
respuesta en el tiempo. R.: Al tomar la T.L. se tiene que,

b

sy(S) — y(0) +2,y(s) = byu(s) SY(S) =¥y +3y(8) =

por lo que la salida en el plano S es,

o=, Yo y(s):b_o{l_ ! }+L
a,

s+a,)s S+ S s+ s+a,
0 0

por lo que la salida en el plano del tiempo es,

bl el
a, S s+a, s+3,

YO = 22U U0)+ e U

0

y(®) = {:—O(l —e )4y }U(t)

0

En este caso el polinomio caracteristico es S+ a,, que es de orden 1 y cuya Unica raiz es -3y, la cual corresponde al
argumento de la exponencial que es parte de la respuesta forzada y homogénea. Notese que si la raiz es negativa; es decir, a,
es positivo, entonces la respuesta converge. Las formas de onda se encuentran en la Fig. 4.2(b), en donde ay = R/L y by =

E/L, por lo que i(t):{g(l—e(mm)ﬂoe(R/L)t}U(t). En este caso, como a, = R/L es siempre positivo, la respuesta

siempre converge. o
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D. Respuesta estacionariay transitoria

Al igual que la respuesta homogénea y forzada, se puede definir la respuesta estacionaria y transiente,
resultando la respuesta total como la suma de ellas.

Def.: Respuesta estacionaria es la parte de la respuesta total que no se aproxima a cero cuando el
tiempo tiende a infinito. Se abrevia Yss.

Def.: Respuesta transitoria es la parte de la respuesta total que se aproxima a cero cuando el tiempo
tiende a infinito. Se abrevia Vy.

Ejemplo 4.3. Para el sistema dado por, dy/dt+a,y =b,u, con y(0) =y, y con u(t) = u(t) se encontr6 que la respuesta es

b . . . .
y(t) = {—0(1 —e™) 4+ yoea“t}u(t) , 0 equivalentemente i(t) = {%(1 —e®Y 4 Ioe(R/L)‘}u(t) de acuerdo al circuito de la
a

0

Fig. 4.2(a), determine la parte estacionaria y la transiente. R.: En este caso la parte de la respuesta que no se hace cero es
. E . . . E . .
L(O=2U0 v la que se hace cero es iV)~i, (1) =1, ()= {—Eew ¥ loe‘R’”t}u(t), Fig. 42(c). Notese que la

respuesta estacionaria puede obtenerse haciendo la derivada igual a cero o equivalentemente, cortocircuitando el inductor,
esto por cuanto las entradas son continuas.

Ejemplo 4.4. Para el sistema dado por, dy/dt+a,y =b,u, con y(0) =Y, y con u(t) = Asin(w,t) determine la expresion para

la respuesta en el tiempo, su parte transiente y estacionaria. R.: Este podria ser el caso del circuito de la Fig. 4.2(a). Al tomar
la T.L. se tiene que,

. ,
()~ y(0)+2,¥(5) =hu(s)  obien 5Y(5)~y, +a,y(s) =bAS .
0

por lo que la salida en el plano S es,

mlrn

b)

- iss(t)

o |m

-10

)

Fig. 4.2 Circuito RL serie; a) circuito, b) formas de onda de corriente, ¢) formas de onda de corriente.
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b Ab -
y(s)=——A 2(00 =+ Yo obien y(s) = 0% { I _ ‘j aoz}Jr Yo
s+a, S+ S+a, ol +al |s+a, s+ | s+a,

por lo que la salida en el plano del tiempo es,

Vo = S {e%t +25 gin(w,) —cos(@,) + yoea”t}u(t) ’

W ®,

2 2
o, + ao ®,

2 2
y(t) = Ab, o, {eaﬂt + Y9 % sin{mot —tan™ [&)}}+ Y,e " fu(t).
a()

. Ab,®, _ _ . . Ab . ®
En este caso la parte transiente es ———>e * +ye ™ vy la parte estacionaria es —————sinJm,t—tan™' | —> |}.

2 2 0
W, +3, 1/(03+a§ a,

Contradictoriamente con la idea intuitiva de respuesta estacionaria (constante), en este caso esta variando en el tiempo. &

f,+f,—k - -
Ejemplo 4.5. El estanque de la Fig. 4.3 tiene por modelo a ﬁ: hl 3 \/— y —= _ TGy 3 f"‘csz A . Al
dt h*/a’ dt h’ /(3a%)
linealizar el modelo en torno al punto de operacion hy, Cs, fag, fmo, Cmo, que estan relacionados por, f + f,, -k, /gh, =0y
= 2 oo + T2 — K, /0N,
por f.Cuo— FroCe — faoCs =0, se obtiene, dah o k9 (e 2 o) Ah+ 21 S Af, + 21 SAf Ly
d 2,/gh,h; /a’ h, /a hy /a hy /a
dACs _3h (fmo mo6 fmocso faocso)Ah+ _( Zmo + Iao)ACS T 3_Cso . L+ C;ﬂo +Cszo L+ 3_ fmo2 AC, el que se reduce
dt h® /(3a%) h, /(3a%) h; /(3a%) h; /(3a%) h; /(3a%)
_ 2 2 A —_ —
dah_ -a k9 A Afa+a—2Afm y dac, = (Z"‘°+ Ia°)A A — CS"Z Wt cg‘°+cz° mt 5 AC,, Y se
dt 21/gh h dt h; /(3a%) h; /(3a%) h; /(3a%) h; /(3a%)

dAc
puede simplificar a % =a,,Ah+bAf, +e Af vy TS =a,,Ac, +b,Af, +e, Af_+e,Ac, . Considerando que f,, fy ¥ Cy

o b e b e e
son entradas, la T.L. indica que, Ah = ———Af, + —"—Af 'y Ac, =——= = n 2 Ac,, . Por lo
(S_an) (S_an) (S_azz) (S_azz) (s_azz)
. b .
tanto, para una entrada escalén en Af, la altura variara de acuerdo a Ah(t) = ——(1-e*")u(t) y la concentracién de acuerdo

%

a Ac,(t)=—2—(1-e*")u(t). Notese que estas cantidades son variaciones y que la total es la suma con el valor en el punto
a22

: sensor de
concentracio

Fig. 4.3 Estanque diluidor.
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de operacion; por ejemplo la altura total es, h(t) =h, +i(l —e*u(t). »

11

4.3 Solucion de Ecuaciones de Diferencias

Similarmente al caso continuo, a continuacidon se muestra como resolver ecuaciones de diferencias
basadaenla T.Z..

A . Representacion generalizada
La forma generalizada de una ecuacion de diferencias lineal es,

yKT +nT)+a, ,Y(KT +nT -T)+---+a y(KT +T)+a,y(kT) =
b, u(kT +mT)+b_Uu(KT +mT =T)+---+bu(kT +T)+b,u(kT)’

n m
o en su forma resumida como Zaiy(kT +iT) = Zbiu(kT +iT). Al igual que en el caso continuo, la
i=0 i=0
solucion de esta ecuacion nos proporciona informacion acerca del comportamiento dindmico y estatico
de la variable y para la entrada u. En particular informacién de la rapidez, valores en S.S., estabilidad,
etc.

B . Condiciones

Para que exista solucion y ésta sea tinica debe cumplirse que:

o El intervalo de solucion es 0 <k < oo,
. Se supone que U(KT) es una secuencia conocida.
. Se deben conocer las c.i. y(0), y(T), y(2T),..., y(nT-T),

C. Respuestahomogéneay forzada

Respuesta homogénea. La respuesta homogénea del sistema es cuando la entrada se hace
1dénticamente nula. La ecuacién a resolver es,

y(KT +nT)+a, ,y(KT +nT =T)+---+a,y(KT +T)+a,y(kT)=0,

—1

n ) i-1
utilizando la T.Z. se tiene que Z{ai {Z' y(2) —Z Z'ky(kT)}} =0 (con, Z: 0), lo que resulta en,
k=0

i=0 k=0

n i-1
> az y(kT)
y(Z) — i=0 k=0 -
a,z
i=0

Respuesta forzada. La respuesta forzada del sistema es cuando las c.i. de y(KT) son nulas. La ecuacion
aresolver es,

ykT +nT)+a, ,y(KT +nT =T)+---+a y(KT +T)+a,y(kT) =
b, u(kT +mT)+b_ u(KT +mT —=T)+---+bu(kT +T)+b,u(kT)’
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-1

n m i-1
utilizando la T.Z. se tiene que Zaiz‘y(z)=2{bi{ziu(z)—Zz“ku(kT)}} (con, ZzO), lo que
k=0

i=0 i=0 k=0
resulta en,

bz *u(kT)

ibizi i

y(Z) — =0 U(Z)— i=0 k=0 -

i i
az > a2
0

i=0

Luego, la respuesta total del sistema es la suma de la respuesta homogénea con la respuesta forzada.
Aplicando la T.Z. inversa, la respuesta total en el dominio de tiempo discreto queda de la siguiente
manera,

m i— n i-1

Y b7 bz"u(kT) > a2~ y(KT)
y(kT) — Z71 iio U(Z)— i=0 k=0 - + Z’l i=0 k=0 -

D az az' az'

i=0 i=0 i=0

Def.: Se define el polinomio caracteristico de una ecuacion de diferencias como:

n

i n n-1
dYaz=2"+a, 2" ++az+a,.
i=0

Notese que el polinomio caracteristico es denominador comun en todas las expresiones de la respuesta
total de una ecuacion de diferencias lineal.

Ejemplo 4.6. Para el sistema dado por, y(KT +T)+a,y(kT)=Dbu(kT), con y(0) =y, y con u(kT) = u(kT) determine la
expresion para la respuesta en tiempo discreto. R.: Al tomar la T.Z. se tiene que,

2y(2)-2y(0) +2,y(2) = hu(2) 2y(2) -2y, +EOY(Z)=DO;,
por lo que la salida en el plano z es,

b
Y@=t Ly, y(z)=t’°{z—z}+zyo,
Z+a,2-1 z+3, I+a, |z-1 z+a,] zZ+3a,

por lo que la salida en el plano del tiempo discreto es,

y(kT) = 2 Zl{ L }+Zl{ - yo}
1+a, z-1 z+3a, Z+3,

__b o) A
Y(kT)—Hgo(U(kT) (=2,)"u(KT)) + Yy, (=8,) u(kT)..

b N
Y(kT)—{Hgo(l (=2))"u(kT) +Y,(-a,) }U(kT)
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En este caso el polinomio caracteristico es Z+ay, que es de orden 1 y cuya unica raiz es -3, la cual corresponde al
argumento de la potencia que es parte de la respuesta forzada y homogénea. Notese que si el modulo de la raiz es menor que

uno; es decir, |-a| = |ao| < 1, entonces la respuesta converge. Es importante destacar que si se cumple que —a, = ey b,

b b
= (I+g)—+ = (1—-e™")=2 | entonces la respuesta discreta y(kT) es igual a la respuesta continua y(t) del Ejemplo 4.2
a, a

0

— g R/LT

muestreada a intervalos regulares T. Dado que —a, , para que |[3o| < 1, debe cumplirse que T > 0, con lo que la

respuesta siempre converge. Las formas de onda se encuentran en la Fig. 4.4. &

D. Respuesta estacionariay transitoria

Al igual que el caso continuo se tiene en cada respuesta una parte estacionaria y una transiente,
resultando la respuesta total la suma de ellas.

Def.: Respuesta estacionaria es la parte de la respuesta total que no se aproxima a cero cuando el
tiempo tiende a infinito. Se abrevia Ys;.

Def.: Respuesta transitoria es la parte de la respuesta total que se aproxima a cero cuando el tiempo
tiende a infinito. Se abrevia VYy.

Ejemplo 4.7. Para el sistema dado por, y(KT +T)+a,y(kT)=bu(kT), con y(0) =Y, y con u(kT) = u(kT) se encontrd que

b,

la respuesta es y(kT) = {—
1+a,

(1-(-a,) u(kT)) + y, (-2, )" }u(kT) , determine la parte estacionaria y la transiente. R.: En

b,

este caso la parte de la respuesta que no se hace cero es yss(kT)z1
+

u(kT) y la que se hace cero es

Yy(KT) -y (KT) = {_i(_@))k +Y, (—go)k }u(kT) . Notese que la respuesta estacionaria puede obtenerse haciendo

1+a,
y(KT + T) = y(kT), lo que es valido para entrada escalon. %

Ejemplo 4.8. Para el problema de la poblacion de conejos, Fig. 4.5, se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento
esta dada por, Y(KT +2T) — y(KT + T) — y(KT) = u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con u(kT) = 0 determine la expresion para la
respuesta en tiempo discreto. R.: Al tomar la T.Z. se tiene que,

2{y@) - 7'Y(T) - 2°%(0)} - 2{y(@) - 7°Y(0)} —y(2) = 0 {Zy@)-2-2°} - {y(2) - 2} - y(2) = 0,

por lo que la salida en el plano z es,

10~ i(k_l_.).:='lo00000.oooooooooooobbooo—<b
L2 O‘U
* . ifkT) oy
5—- L] —
° -
L]
. in(KT)
L]
0 Y ® ? o 0o 6 ob oo o ob oo s e boososbosoeaoca
-1 0 1 2 3 4 5 6

Fig. 4.4 Respuesta discreta. Fig. 4.5 Poblacion de conejos.
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o 1445 z 145 z
et ol e

2 2

por lo que la salida en el plano del tiempo discreto es,

y(kT):{H\/g{“—*/g}k l_ﬁ{l_ﬁ}k}u(m’)=L{{l+‘/§}k+]_{1—2\/5}“1}[1(”).

o5 2 [ 25 2 | 2

Esta respuesta existe gracias a las c.i. por lo que corresponde a la respuesta homogénea del sistema. No es evidente que al
evaluar la expresion resulte en nimeros enteros; sin embargo y por ejemplo, y(15) = 987. Por otro lado, el polinomio

145 1-5
2 2

rogs 2 ’ .y .
caracteristico es z°— z -1, que es de orden 2 y con raices en >1ly < 1. Por lo que la solucion diverge a

medida que K aumenta (razonable si se piensa que la poblacion de conejos aumenta indefinidamente). Se destaca que

k+1
Y(KT+T)/y(KT) —> 1+2\/§ a medida que k — oc y que la respuesta estacionaria es Y (KT) :L{#} u(kT) y la

5
—1{1—«/5

k+1
respuesta transitoria esta dada por y, (KT)=— T} u(kT). &

NG

4.4 Solucion de Ecuaciones de Estados

Este caso es interesante puesto que la tendencia es obtener modelos de sistemas fisicos en variables de
estados. Se utilizan métodos en el plano del tiempo t y complejo S.

A . Representacion generalizada

El circuito de la Fig. 4.1 tiene asociado una ecuacion diferencial dada por,

e(t) = Ri(t) + L%wc(t),

si se define, X; = V¢, X, =1, y la salida y = i, entonces el modelo en variables de estado es,

x®1 [ 0 1cx® 0 1, ooro % ®
%t | |-1/L —R/L|| x,(t) R ®. y»=[0 1] X, (1) |

En forma general, la ecuacion de estado de un sistema lineal se puede escribir como (sin considerar las
perturbaciones p),

x(t)= Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t),
y solucionarla significa encontrar x(t) y por lo tanto y(t).

B . Condiciones

A diferencia de la solucion de ecuaciones diferenciales donde es necesario conocer las c.i. y(0),
dy/dt(0),..., y™(0), en esta representacion se necesita conocer como c.i. al vector x(0).
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C. Solucién homogéneay solucién forzada de las ecuaciones de estado

Solucion homogénea. Una de las caracteristicas de los sistemas lineales es que se pueden obtener
soluciones analiticas de las ecuaciones que describen su comportamiento. Para obtener la respuesta
homogénea se hace u(t) = 0. Asi el sistema a solucionar es,

x(t)= Ax(1), y=Cx(t),
Se deriva la ecuacion x(t) = dx(t)/dt = Ax(t) sucesivamente, por lo que se puede escribir,
x(t) = Ax(t)
X(t) = AX(t) = AAX(t) = Ax(t)

x¥(t) = A*x(t)

de donde se puede observar que x(k)(O) = Akx(O) = A*xy. Como A" existe para todo K finito, x(t) se
puede expresar utilizando Taylor como,

. 1.. 2 1 (k) k
x(t):x(0)+x(t)|t:Ot+2—!x(t)|t:0t kX (t)L:Ot T
=x0+Ax0t+iA2x0t2+-~-+lAkx0tk+~-- ,
2! k!
1 a0 - x
= I+ At+—AT +---+—A1" +--- X,
2! k!

el término en paréntesis siempre converge y por su similitud con la serie de Taylor de una exponencial
se denota como e*!, es mas, se le conoce como matriz de transicién de estados.

Def.: La matriz de transicion de estados ®@(t) se define por,

— Aktk,

®(t)=e™ T AL A 4o
2! = k!

Si bien la expresion como serie infinita para la matriz de transicion es generalizada, su utilizacion se da
s6lo por algoritmos numéricos. No es el caso cuando la matriz A es diagonal; es decir, A = diag{\,,
A2,..., An}, pues en este caso,

A0 0 A0 0
_ool kk—ool 0 ;\«2 M 0 k_ool 0 7\;; M 0 K
(D(t)‘g;EAt ‘éﬁ cor o |t ‘Z:;E ST
0 0 A 0 0 Ak
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Algunas propiedades de @(t) = e*' son,

s
eA(t1+t2) — eAt]eAtz
(eAt)—l — e—AI

T
eA t — (eAI )T
Aet =eMA
d
aeAt :AeAt

Finalmente, la respuesta homogénea es,

x(t) = ®(t)x, = e*'x,,

y(t) = C®(t)x, = Ce*x,.

80

Una forma alternativa de obtener la respuesta homogénea es aplicando la T.L. a dx(t)/dt = Ax(t), lo que

resulta en,

por lo tanto,

sx(S)—x(0) = Ax(S)
(sI-A)x(s)=x,

x(s)=(sI-A)'x,

x()= L {(SI-A)"}x, .

b

Al comparar este resultado con el obtenido mediante series de Taylor se puede concluir que,

Ot)=e*"=L"{(SI-A)"} 0o D(s)=(sSI-A)".

Contrariamente a la serie infinita, este Gltimo resultado es de gran utilidad para el calculo manual de

@(t). La respuesta homogénea es,

y(t) = Cx(t) = Ce*x, =C®(t)x, = CL "' {(sI-A)"}x,.

Ejemplo 4.9. Dado el sistema descrito por x = Ax+Bu, y = Cx+Du, donde A ={

1
-3

]

0
1

}, c=[1 o]y

s -1
D= [O] . Determine ®@(t) y x(t) con u(t) =0, x,=[1 1]". R.: En este caso: SI—A = [2 . 3} , por lo que, ®(s) = (sSI-A)"
+

Copyright © por Prof. José R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 81

2et _g2t et et

-2t ~t

t . La respuesta homogénea es
—2e +2e —e  +2e

1 s+3 1 —1
-+ , finalmente, ®(t) = L' {®(s)} =
s?+3s+2| -2 s

2et—e Mt yet e

O =®0x, = {— 2ety2e et 427

} . La Fig. 4.6 muestra graficamente como evoluciona el vector x(t) a partir de

su condicidn inicial xo. Notese que la representacion es en un plano dado que hay dos variables de estado; es decir, n = 2. %

Solucion forzada. Para obtener la respuesta forzada se consideran las c.i. nulas, es decir, x(0) = 0. Asi,
el sistema a solucionar es,

x(t)= Ax(t) + Bu(t), y(t) = Cx(t) + Du(t),
aplicando la T.L a ambos miembros se tiene,
sx(S) = Ax(S) + Bu(s), y(s)=Cx(s)+Du(s), (sI-A)x(s)=Bu(s), y(s)=Cx(s)+Du(s)
multiplicando la primera ecuacién anterior por la izquierda por el factor (SI - A)™ se obtiene,
x(8) = (sI—A)"'Bu(s) = ®(s)Bu(s),
por lo que los estados x(t) para c.i. nulas son,
x(t) = I(: e*Bu(t)dt = I(: ®(t—1)Bu(t)dr.
Por otro lado, la salida queda como,
y(s) = C(sI - A)"'Bu(s) + Du(s).
por lo que la respuesta en el tiempo es,

v(t) = I;CeA(t")Bu(r)dr +Du(t).

Dado que el sistema es lineal, la respuesta total de estos sistemas puede ser escrita como la suma de la
respuesta homogénea y la forzada. Asi los estados x(t) estarian dados por,

x(t) = D(t)x, + I(: ®d(t—1)Bu(t)dt 6 x(S) =D(S)X, + P(S)Bu(s),
y la salida por,

y(t) = Cd(t)x, + I;CQ(t —1)Bu(t)dt+ Du(t),

X(t) T
1o x(0) = xo
’ x(t)
Lo ~ \
-1 0 X1(t)

Fig. 4.6 Representacion grafica de la respuesta homogénea.
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o bien

y(s) = C®(s)x, + CD(s)Bu(s)+ Du(s).

Ejemplo 4.10. Para el circuito de la Fig. 4.7(a), determine la respuesta para entrada escalon de amplitud E. R.: Para X; = v,
X2 = i e y = i, se tiene un modelo en variables de estado:

k07 [ 0 e X010 Lo woero 1] s o | s+R/L 1/C
|| -1/L —R/L| x| e YO YOS o AT PO =R i e s | P

. 1 s+R/L 1/C ||V, 0 |E i
lo que las variables de estado quedan dadas por x(S)= RS —+¢ vy la salida
S

s +sR/L+1/(LC)| -1/L s |[||i, | [1/L

. 5 . 1 s+R/L 1/C| v,
del sistema queda dada por la expresion y(s)=i(s)=[0 1] S SR/LAIAO)| 1L s |i +E/sD) =
0

siy+E/L-v,/L
s’ +sR/L+1/(LC)’

que corresponde a la corriente del circuito de la Fig. 4.7(a). Si se desea conocer el voltaje del

X, (t) s> +s(R/L+i, /(v,C)+E/(v,LC) v,
X, (t) s> +sR/L+1/(LC) s
Notese que si ip =0y Vo =E, la corriente de salida i(s) = 0 y v(S) = E/s; es decir, ambas cantidades no cambian, Fig. 4.7(d), y
son iguales a sus c.i. aun cuando sus respuestas homogéneas y forzadas si lo hacen, Fig. 4.7(b), (c). &%

condensador, se hace y(t)=[1 O]{ } , con lo que se obtiene la expresion, V(S) =

. . . AR dah  -a’k,g a’ a’
Ejemplo 4.11. El estanque de la Fig. 4.3 tiene por modelo linealizado a, —— = Ah+—Af, +—Af y

dt  2/gh,h}  h h;

dA —(f f — - .
G _ (3"‘0 b 2"’“’) s T %o oAl + Cg’“’ +C;° nt+t——->5-Ac,, donde el punto de operacion estd dado por las
dt h; /(3a%) h; /(3a%) h. /(3a%) h; /(3a%)

ecuaciones, f + f, —K,\/gh, =0y f  C.o— T1oCo — f2Cs =0, definiendo, Ax; = Ah, AX, = AC,, Au = Afy, Ap; = Ay y

mo ~so ao ~so
2
_agk, 0
. 3 2X120 \Y} gXlO a11 0
Ap, = Acp, el modelo en variables de estado queda descrito por A= , = 0 ,
0 _3a (P, +U,) 8
X3
10
- /\ /\ /\ ( Y Y Y \ 5 T T T T T T T T T
+ R L + vi(t)
e(t) Vo) =1 C it
0
- i(t) -
| | | | | | | | |
O <ll 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
a) ©)
5 T T T T T T T T T 5 T T T T T T T T T
v(t)
in(t) Vh(t) i
0 e 0
| | | | | | | | | | | | | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09
b) d)

Fig. 4.7 Circuito RLV serie. Formas de onda; a) circuito, b) homogéneas, ¢) forzadas, d) totales.
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a’ a’
= vl 0
Xlo bl Xlo e11 0 . T
b= ; = , E= s 5 = . Determine Ax(t) con Au(t) = u(t), Axo =[00]. R.: En
38 %, b, 3a°(Py, — %) 327Dy, € €y
X X X

10 1o
¢ la matriz de transicié o lemente ®(t) - |6 © | Ax(t) = eMAx, + [ e**IbAu(r)dr =
este caso la matriz de transicion es simplemente ®(t) 0 et |’ por lo que Ax( X, IO T)dt

_—bl(l —e"u(t)

a (t-1) b a (t-1) a
[[@t-vbaurdr - jt{e o M l}u(r)dr - j{e ] bl}dr - & a
0 0 0 eaZZ(t 9|l b 0 eazz(t T)b b .
’ ’ —Z(1-e*")u(t)

22

4.5 Solucion de Ecuaciones de Diferencias de Estado

En esta seccion, el concepto de dindmicas discretas representadas por ecuaciones de diferencias se
combina con el algebra lineal para estudiar a los sistemas dindmicos en el espacio de estados discretos.
Este enfoque se basa en el concepto de sistemas de ecuaciones de primer orden. Si bien el uso de esta
notacion no es evidente, en los capitulos siguientes se introducira formalmente como consecuencia del
tratamiento discreto de sistemas continuos.

A . Representacion generalizada

En forma similar al caso continuo, se define la representacion en ecuaciones de diferencias para el
espacio de estados de un sistema SISO lineal e invariante en el tiempo como (sin considerar las
posibles perturbaciones p(kT)),

x(KT + T) = Ax(KT) + Bu(kT), y(kT)=Cx(kT) + Du(kT),
donde x(kT) de orden n es el vector de estados, ya que es una descripcion completa del sistema al

instante de tiempo KT. El vector u(kT) es la entrada del sistema e y(KT) es la salida, la cual puede ser un
estado del sistema o bien una combinacion lineal de estos y puede estar forzada o no por la entrada

u(kT).
B . Condiciones

A diferencia de la solucién de ecuaciones de diferencia, en esta representacion se necesita conocer
como condicion inicial al vector x(0) = xy.

Ejemplo 4.12. Para el problema de la poblacion de conejos, Fig. 4.5, se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento
esta dada por, Y(KT + 2T) — y(kT + T) — y(kKT) = u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con U(KT) = 0 determine una representacion en
ecuaciones de estado. R.: Al considerar que X;(KT) = y(kKT) y X(KT) = y(KT + T), se puede escribir que x;(KT + T) =y(kT + T)
= Xo(KT) v Xo(KT + T) = y(kT + 2T) = u(kT) + y(kT) + y(KT + T) = u(kT) + x;(KT) + %o(KT). Por lo tanto se puede escribir,

{xl(kT +T)}:[o 1:||:Xl(kT):|+{0:|u(kT), Y(KT) = [1 0]|:Xl(kT):|,Con [XI(O):| _ H
X, (KT +T) 1 1| X,(kT) 1 X, (KT) X, (0) 1

X, (KT) 01 0 1
x(kT)z[ },Az{ },bz{l},yc—[l 0],conx(0)—L}.-&

de donde,

%, (KT) 11
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C. Solucién homogéneay solucién forzada

Solucion homogénea. La entrada es nula y en el espacio de estados discretos, la representacion para
los sistemas no forzados es la siguiente,

x(KT + T) = Ax(KT), y(kT)=Cx(KkT),

este tipo de sistemas pueden ser resueltos en forma recursiva una vez que el vector de c.i. es
especificado. Mediante sustituciones repetidas, se obtiene,

x(T) = Ax(0) = Ax,
x(2T) = Ax(T) = AAx, = A’x,

x(KT) = A*x,

Por analogia al caso continuo se introduce la matriz de transicion de estados discreta.

Def.: La matriz de transicion de estados discreta ®(kT) se define por,

®KkT)=A".

Finalmente, la respuesta homogénea es,
x(kKT) = ®(kT)x, = A*x,, y(kT)=C®(KT)x, = CA*x,.

Una forma alternativa de obtener la respuesta homogénea es aplicando la T.Z. a x(KT + T) = Ax(kT), lo
que resulta en,

zx(z)—zx(0) = Ax(2)
(zI-A)x(2) = zx, ,
x(z) =(zI-A) " zx,

por lo tanto,

x(kT)=Z{(zI-A)"z2}x,.
Al comparar este resultado con el obtenido anteriormente se puede concluir que,

OKT)=A"=Z{(ZTI-A)"'z} 6 ®(2)=(zZ-A)'z.
Asi, la respuesta homogénea es,
y(KT) =Cx(kT)=CA*x, = C®KT)x, =CZ ' {(zI-A) ' z}x,.

Solucion forzada. Para obtener la respuesta forzada se consideran las c.i. nulas, es decir, x(0) = 0. Asi,
el sistema a solucionar es,

x(KT + T)= Ax(KT) + Bu(kT), y(kT)= Cx(KkT) + Du(kT),
aplicando la T.Z a ambos miembros se tiene,
Zx(z) = Ax(z2)+Bu(z), y(z) =Cx(z)+Du(z), (zI-A)x(z) =Bu(z), y(z) =Cx(z)+ Du(z)

multiplicando la primera ecuacion anterior por la izquierda por el factor (zI - A)" se obtiene,
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x(2)=(zZ1-A)"'Bu(z) = z'®(z)Bu(z),
por lo que los estados x(KT) para c.i. nulas son,
k-1
x(KT) =) ®(KT —T —iT)Bu(iT).
i=0
Por otro lado, la salida queda como,
y(z)=C(z1-A)'Bu(z)+Du(z),
por lo que la respuesta en el tiempo es,
k-1
y(kT) = CZ DT —T —iT)Bu(iT)+Du(kT).
i=0

Dado que el sistema es lineal, la respuesta total de estos sistemas puede ser escrita como la suma de la
respuesta homogénea y la forzada. Asi los estados x(kT) estarian dados por,

x(KT) = D(KT)x, + id)(kT —T—iT)Bu(iT) o x(z) = ®(2)x, + 2 "' ®(2)Bu(2),
y la salida por, :
y(KT) = CO(KT)x, + 2C(I>(kT —T —iT)Bu(iT)+ Du(kT),
o bien, _

y(2) =C®(2)x, + Cz '®(2)Bu(z) + Du(z).

Ejemplo 4.13. Dado el circuito de la Fig. 4.1 con R =3, L = 1.5 y C = 0.05 se encuentra que el modelo continuo de
X, (t 0 1/C || x(t 0 0 5107 || x(t 0

segundo orden estd dado por _l() = ' + ui) = © + uit). La
X, (1) -1/L —-R/L|| X% (t)] [1/L =25 —100 || %, ()| |25

simulacion de este caso para entrada escalon se ilustran en la Fig. 4.8 Al considerar ahora el sistema discreto también de

X(T+T)]_[0775 8327 %(KT)] [0.225
%, (KT +T)| | —0.042 0.609 || x,(kT)| | 0.042

amplitud 2 se encuentran los resultados ilustrados en la Fig. 4.8. Es claro que el sistema discreto corresponde al caso
circuito de la Fig. 4.1 pero “en version discreto”. Mas adelante se mostrara una forma sistematica para encontrar el modelo
discreto equivalente de un modelo continuo. &

segundo orden dado por { }u(kT) y simularlo para entrada escalon de

Ejemplo 4.14. Para el problema de la poblacion de conejos, Fig. 4.5, se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento

X, (KT) 01 0 1
esta dada por, x(kT)= L( (kT)} , A= L J , b= L} ,yc=[1 0], con x(0) = L} y X1 (KT) = y(KT) y Xo(kT) = y(KT + T).

Determine la matriz de transicion en el plano z y la respuesta del sistema en el plano z y KT. R.: La matriz de transicion esta

L 1 o] fo 1" 1 [z2z-1) z ,
dada por ®(z)=(zI-A) z=|z - I=—-— , |» por lo que la salida es y(z) = ¢®(2)x, =
0 1 11 z°—-z7-1 z z
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1 {z(z—l) Z}H 2 1++/5 z 1-+/5 z

) = = - . Esta ultima tiene un
Py | z 27 |1

[ 0]— 2’ -2-1 25 Z_{Hx/g} 25 Z_{l—\/g}

2 2

J5 2

respuesta homogénea y no forzada. Por otro lado, la respuesta que se hace cero a medida que K — oc es el término asociado

k+1 k+1
equivalente en el plano KT dado por y(kT):LHIJ”/g} _{1_2\/3} }u(kT). Notese que en este caso hay solo

con 1— \/_ por lo tanto, la respuesta estacionaria es Yy (KT) = 7 {l +2\/7} ukT). &

4.6 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- Clasifique las siguientes ecuaciones en diferencial/de diferencias, ordinaria/parcial,
variante/invariante y lineal/no-lineal.
d’y(t dy(t
@ 2Xiyo-uw ® ey -uw+10
dy(t d?y(t
© Liyo-uw @y 2 yro-un
@ DY 0 DEY g YDy
ot OX
dy(t dy(t
@ 2+y0lym-u (h) fji) YO YO = u)
: dy(t . dy(t du(t
() fj“ YO =u(t-t,) O L ryo="rt0uw
(k)  y(kT +T)+ky(kT)=0 Q) y(kT+2T)+a0y(kT)=u(kT)
(m) y(KT +T)+kTy(kT)=0 (m)  y(kkT +T)+a,y’ (KT)=u(kT)
vi(t)
x1(KT)
et

Fig. 4.8 Respuesta forzada del circuito RLC ante entrada escalon y c.i. X =[2 0] y respuesta forzada del Ejemplo 4.13.
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()
(p)
2.-

(a)
(©)

(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

®

6.-
7.-

Y(KT +2T)+| y(KT) |=u(kT +T) (0)  Y(KKT +2T)+ y(kKT +T)y(kT)=u(kT)

Y(KT +2T)+ y(kT)=u(kT)+10 (@ YT +T)+y(KkT)=a "u(kT)

Determine la respuesta homogénea/forzada y estacionaria/transiente de las siguientes ecuaciones
para entrada escalon. Asuma c.i. arbitrarias.

d;yz(t) Lyt =u() (b) di/j(t ) () =u(t)+10
dy(t) M dy(t) du(®
Y= (@) =2y === +10ut)
d dilZ(t) +3y(t) =u(t-1) (f) di;(tt) 2y(®) = dz(t) +10u(t-1)
y(kT +T)+a,y(kT)=0 (h)  y(kKT +T)+0.5y(kT)=u(kT)
y(KT +T)+1.5y(kT) = u(kT) () YT +2T)+1.5y(kT)=u(kT)
y(KT +2T)+1.5y(kT) = 5u(kT +T) (1) y(KT +2T)+1.5y(kT)=5u(kT +T)+u(kT)

Determine el polinomio caracteristico de las ecuaciones anteriores.

Determine las raices de los polinomios caracteristicos de las ecuaciones anteriores.

Determine la respuesta homogénea/forzada y estacionaria/transiente de las siguientes ecuaciones
para entrada escalon. Asuma c.i. arbitrarias.

X(t)z__; _13}x(t)+Mu(t), yt)=[4 10]x(t)
w=* Yo+ oo, yo-0 mxo-ue
X()—_2 3 XOF[ VO, YO =[0 1]x®)+u(®)
o [-4 2 10
W= _3}(0{4}(0, y)=[1 2]x(t)+u(t)
T4 2] 1]
xKT+T)=| © T [xKT)+| JukT), y(kT)=[1 2Jx(kT)
x(KT +T) = _04 _13 x(KT) + (1) u(kT), y(KT)=[1 0Jx(KT)
x(KT +T) = _04 _13 x(KT) + (1) u(kT), y(KT)=[1 0Jx(KT)+u(kT)

Determine la matriz de transicion de las ecuaciones anteriores.
Determine los valores propios de las matrices de transicion de las ecuaciones anteriores.

Nivel intermedio.

Determine la respuesta homogénea/forzada y estacionaria/transiente para entrada escalon y
sinusoidal de la ecuacion y(t)+2&m, y(t) + o;y(t) = ko u(t) .
Determine las matrices A, b, ¢, y d y c.i. de un sistema discreto que represente la secuencia de

Fibonacci.
Determine la expresion en el plano S o z, seglin corresponda, de la salida para entrada escalon de,

Dy =u o) 25y -0
dy(t) du(t) dy(t) du(t) B
L 2y() === 10u(t) @ 222y ="2 1001
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(e
(2

(@

W)

(k)

)

I.-
2.-

Y(KT +T)+0.5y(KT) =u(kT) ®  y(KT +T)+1.5y(kT)=u(kT)
Y(KT +2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T) (h)  y(KT +2T)+1.5y(kT) =5u(KT +T)+u(kT)

-4 1 1
x(t){2 _Jx(t){z}u(t), YO =4 10]x(t)
>'c(t)={4 l}xa){l}uax YO =10 1x(D)-+u(t)
2 3 0
-4 2 1
X(kT +T) =|: . _3}X(kT)+{4:|u(kT), y(kT) =1 Z]X(kT)

X(kTq){i _13}x(kT)+{ﬂu(kT), y(KT)=[1 0]x(KT)+u(kT)

Determine la matriz de transicion de sistemas continuos caracterizados por,

-1 0 0 -1
A= by A=
10 2] -2 0|
Determine la matriz de transicion de sistemas discretos caracterizados por,
o, 0] [0 o]
A= (b) A=
10 o, ] o, O]

. : : 0 1 . :
Muestre que un sistema ya sea continuo o discreto donde A = { ) O} tiene una matriz de
transicion oscilatoria.

Nivel avanzado.

Escriba ejemplos de ecuaciones de diferencias parciales.

Determine una expresion generalizada para las variables de estado en S.S. X, de un sistema
descrito por x(KT + T) = Ax(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + Fp(kT),
conociendo u y p en S.S.; es decir, u, y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea
unica.

Determine una expresion generalizada para las entradas en S.S. u, de un sistema descrito por
x(KT + T) = Ax(KT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + Fp(KkT), conociendo y y p
en S.S.; es decir, y, y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea Unica.

Determine una expresion generalizada para las variables de estado en S.S. x, de un sistema
descrito por x(KT + T) = Ax(KT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + Fp(kT),
conociendo y y p en S.S.; es decir, y, ¥ po. Establezca las restricciones para que la solucion sea
unica.

Determine una expresion generalizada para la salida en S.S. y, de un sistema descrito por x(kT +
T) = Ax(KT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + Fp(kT), conociendo uy p en S.S.;
es decir, u, y po. Establezca las restricciones para que la solucion sea unica.

Pruebe las propiedades de la matriz de transicion continua @(t).

Encuentre el dual de las propiedades de ®(t) aplicables a ®(KT).
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5 Funciones de Transferencia

Una alternativa de caracterizar a los sistemas lineales es a través de su
respuesta a impulso. En este capitulo se introduce el concepto de Funcion
de Transferencia como otra alternativa que introduce los conceptos de
polos y ceros. Esta herramienta aporta con nuevas opciones de
caracterizacion, incluyendo estudios de estabilidad y de comportamiento
estacionario y transiente. El concepto es extendido a sistemas discretos,
sistemas con retardo y sistemas tipo MIMO.

5.1 Introduccion

La respuesta a impulso de un sistema permite su caracterizacion. En efecto, en un sistema continuo se
tiene que,

y® =h*u® =]’ ht-oumds,

y en un sistema discreto,
y(KT)=h(kT)*u(kT) = Z h(kT —iT)u(iT),

donde h(t) y h(kT) son las respuestas a impulso de un sistema continuo y uno discreto, respectivamente.
El tener las expresiones explicitas o graficas de estas funciones no son de gran ayuda. Sin embargo, se
encuentra que un analisis de éstas en el plano de la frecuencia aporta informacion util.

5.2 En el Plano Continuo

Si se tiene una ecuacion diferencial que relaciona la entrada u(t) con la salida y(t), entonces:

m i—1 n -1

Zbisi i bISI 1- ku(k)(0+ Zzaisi—l—ky(k)(0+)

y(t) — El i;O U(S)_ i=0 k=0 - + El i=0 k=0 - ,
> as' > as' > as'
i=0 i=0 i=0

que se puede escribir en el plano S como,

m i—1

Zbisi Z bisi—l—ku(k)(OJr) z N aisi—l—ky(k)(OJr)
y(S) — U(S) i=0 k=0 - + i=0 k=0 ,

Zais' as' > as'
i=0

i=0 i=0

o bien abreviadamente,
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m

> bs'

y(s)=-C—u(s)+T.C.L,

> as'

i=0

donde T.C.I. son los términos debidos a las c.i. tanto en la entrada como de la salida.

Def.: Se define la Funcion de Transferencia (F. de T.) a la funcion h(s) como el factor en la ecuacion
de y(s) que multiplica la entrada u(s), considerando c.i. nulas. Por lo tanto,

b.s' m |
h(s) = ; S B bmsm+bm—15m’1+~--+b13+b0 ~ n(s) B 1;[(8+ZI)
iaisi S”+an_lsn71+...+als+a0 d(S) ﬁ
i=0

i=1

(s+p)

Si las c.i. son nulas, se tiene que Y(S) = h(s)u(s). Considerando que,

m

sy [TG+2)

i=l

h(s)_d(s)_ = ,
H(S+ p)

se definen los conceptos de polos y ceros de una F. de T..

Def.: Los polos de h(s) son las raices del denominador d(s).

Def.: Los ceros de h(s) son las raices del numerador n(s).

Si h(s) no tiene polos ni ceros con partes reales positivas, el sistema se dice de fase minima.

Un valor importante que también caracteriza una F. de T. es el valor en S.S. que se logra en la salida
para una entrada escalon. Este valor se define a continuacion.

Def.: El valor de la respuesta en S.S. para entrada escalon de un sistema se conoce como ganancia dc.
En un sistema continuo se determina como,

lim y(t) = lim sy(s) = lim sh(s)u(s) = limsh(s)1/s = lim h(s) = h(0)

Ejemplo 5.1. Estudiar las F. de T. para los siguientes sistemas. (a) dy/dt + agy = bou se tiene que la F. de T. es

b, . . .. .
h(s) =—"— . Por lo tanto, ceros: no tiene; polo: -ay. La respuesta a entrada escalon converge si @, es positivo. El sistema es
aO
de fase minima. La ganancia dc es by/ay. (b) d’y/dt® + 3dy/dt + 2y = du/dt - u. La funcién de transferencia es
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s-1  s-1
$4+3s5+2  (s+1)(5+2)
es de fase no minima. La ganancia dc es -1/2. (¢) d’y/dt* +2dy/dt + 2y = du/dt + 2u. La funcién de transferencia es

s+2 S+2
2 +25+2  (S+1+j)(s+1—))
converge. La ganancia dc es 1. El sistema es de fase minima. Los polos y ceros se pueden representar en un plano complejo
como ilustrado en la Fig. 5.1. &

h(s) = . Por lo tanto, cero: 1; polos: -1 y -2. La respuesta a entrada escalon converge. El sistema

h(s) = . Por lo tanto, cero: -2; polos: -1 + j y -1 - . La respuesta a entrada escalon

Si ahora consideramos la representacion de un sistema en sus variables de estado, pero con una entrada
y una salida, se tiene,

X (t)= Ax(t) + bu(t), y(t) = ex(t) + du(t),
al tomar la T.L. se obtiene,
SX(S) — Xo = Ax(S) + bu(s), Y(s)=ex(s) + du(s),
lo que resulta en,

(sI — A)x(S) = xo + bu(s), Y(s)=cx(s) + du(s),
x(s) = (SI - A)'(xo + bu(s)), Y(s) = ex(s) + du(s),

y(s) = e(sI — A)' (xo + bu(s)) + du(s),
al considerar las c.i. nulas se tiene finalmente que,
Adj(sI-A)

= — -1 —
y(S) = ¢(sI — A) " bu(s) + du(s) cdet{sI—A}

bu(s) + du(s),

por lo que la F. de T. en funcion de la representacion en variables de estado es igual a,
Adj(sI-A) bt

_ RS —
h(s) = ¢(sI-A)"b +d “det{sI— A}

b

Notese que en este caso la ganancia dc puede calcularse como h(0) = ¢(— A)'b + d.

. . -3 4 1 .
Ejemplo 5.2. Para el sistema dado por: A :[ | 3} , b= [O} ,¢=[1-1],d =0 determine la F. de T.. R.: En este caso se
, B s+3 -4 1 s+3 4 1 [s+3 4
tiene que (sI-A)" = = — = 50— =
-1 s+3 (s+3)(s+3)—4| 1 s+3 sT+6s+5 1 s+3
j i J X
0 X 0 N X © 0 ©
-y 2 -
j 8| j X
| | | | | |
a) -2 0 2 b) -2 0 2 c) -2 0 2

Fig. 5.1 Polos y ceros de F. de T. continuas; a) sistema de 1° orden, b) y ¢) sistemas de 2% orden.
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S+2

1 s+3 4 1
,porloque h(s)=c¢(sI-A)y'b+d= ———.
s+3 (s+5)(s+1)

(s+5)(s+1| 1

Ejemplo 5.3. Para el sistema mostrado en la Fig. 5.2(a), obtenga sus F. de T.. R.: El modelo esta dado por las ecuaciones

L((jj—ltazva -Ri, —k,o y J, (:j—(:z k,i, —do—t,. Tomando T.L se obtiene SLiy = V4 — Ria - kno y sJjo = Kyla — do - t;. Al

., . . V, =K © .
1°® ecuacion se obtiene i, =—=—"— reemplazando el resultado en la 2% se obtiene,

despejar iy de la "= iR
S+

R

-k _ S+—
SJ,w=kaa—m0)—doa—t,, o bien, o(s)= K ! Vv, (s)+ ! L

Ls+R L, {R d}+k2+dR N {R d}s+k;+dR

JL

t,(s). Si por

K. i, +1

el contrario, la salida es la corriente i,, entonces, se puede despejar ® de la 2% ecuacion, lo que resulta en © = Jerd
S+
|

- . . Kai, —t
reemplazando este resultado en la 1 ecuacion es, v, =sLi, +Ri, +km‘]’"a—', lo que al ser ordenado resulta en,
S
|

d
1 9, k 1
i,(s)=— ' v, (8)+—- t,(S) . En resumen se pueden distinguir cuatro F. de
L, |R d k2 +drR JL, |R d k2 +dR
ST+ —+—[S+ ST+ —+—|[S+
L J JL i J,L

T.s, de acuerdo a ®(S) = hyya(S)Va(S) + heu(S)L(S), 1a(S) = hiava(S)Va(S) + hiau(S)ti(S). Asi el cero asociado a h,y(S) esta dado por
—R/L = -24 y el asociado hiya(S) estd dado por —d/J = -0.593. Los polos son tnicos y estan dados por las raices de

k2 +dR . .
s? +{E+i}s+ i , que resultan ser -3.151 y -21.442, Fig. 5.2(b). Las ganancias dc resultan ser h,(s) = 1.316,

J, JL
het(S) = -2.632, hijaa(S) = 0.175, hiy(S) = 1.316. Estos valores quedan evidenciados en las respuestas mostradas en la Fig.
5.2(c) para Vy(t) =3u(t- 1). &

+Va- Vit a | 21442 hau(s)

. . o, t, J; j
| |
a l | ] } f d 0 0¥ Bos

—

®)
~
1
(98]
—

carga

1+

C) | | | |
0 1 2 3 4 5

0

(=)}
]
o
o
S

Fig. 5.2 F. de T. de la maquina c.c.; a) esquema, b) polos y ceros de h,y(S), ¢) respuesta dinamica.
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Ejemplo 5.4. Para el sistema mostrado en la Fig. 5.3, obtenga su F. de T.. R.: Definiendo X; =i, X, =X, X; =dx/dt=vyu=

X —Rx,/L+u/L
e se tiene la representacion en variables de estado, x=| X, | = X, . Este
X —g +kx’/[m(l, —x, +a)]+k(l, —%,)/m—dx,/m
modelo es no-lineal, dado que la F. de T. estd definida para sistemas lineales, se obtiene primero el modelo lineal del
R
—-— 0 0
L
sistema para un punto de operacién arbitrario. Este estda dado por, A = 0 0 1|,
N N T S
ml—-x,+a m(-x+a’ m m |

b= , ¢ =101 0], d= 0. Notese que en el punto de operacion se cumple que —-Ri,/L+u,/L=0 y

o or|~

—g+kiZ /[m(l, —x, +a)]+k(l, —x,)/m=0. Luego de algo de trabajo se obtiene la expresion de la F. de T. dada por
1 1 k i 1 , k Kk

3 5 Ae(s), donde k,=2—t——>——| @ = LN S
§°+28w, s+, 1S+1 ml-x,+aR m m( —x,+a)
d

K ki
)01 Y A RN, S
m m( -x +a)

dos dados por las raices de s° +2Ew, S+ w; . Notese que los coeficientes de este polinomio son siempre positivos en tanto el

32
i IO

AX(s) =Kk,

y T =L/R. LaF. de T. tiene tres polos, uno independiente del punto de operacion y los otros

&=

coeficiente . lo sea, éste serd un aspecto importante en el estudio de la estabilidad del sistema. La ganancia dc resulta ser

Ko/ @ . &

5.3 En el Plano Discreto

Si se tiene una ecuacion de diferencias que relaciona la entrada u(kT) con la salida y(KT), entonces:

/

L AMA—
" R L+
— e(t)
P it) -

; > 0
y ! éa
() ¥
x_ g

I '

IX(t)

d 2k
RS

Fig. 5.3 Levitador magnético.
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m m - n_i-l
2.bz b *u(kT) az™y(KT)
y(kT) _ Z—l iio u(z)— i=0 k=on +Z_1 i=0 k=0 -
az' D az > az
i=0 i=0 i=0

que se puede escribir en el plano z como,

m m i- n_i-1

> bz bs™ukT) > > az " yKT)
y(Z) — iEO U(Z)— i=0 k:On + i=0 k=0 ;

> az a,z' az

i=0 i=0 i=0

o bien abreviadamente,

y(z)==—u(z)+T.C.L

Zn:aiz‘
i=0

donde T.C.I. son los términos debidos a las c.i. tanto en la entrada como de la salida.

Def.: Se define la Funcién de Transferencia (F. de T.) a la funcion h(z) como el factor en la ecuacion
de y(z) que multiplica la entrada u(z), considerando c.i. nulas. Por lo tanto,

n(2) ;biz B bmzm+bm_1szl+,,,+blz+b0 n@) ];[(Z+Zi)
i=1

i=0

Si las c.i. son nulas, se tiene que Y(z) = h(z)u(z). Considerando que,

) H(z+zi)

S § ()

se definen los conceptos de polos y ceros de una F. de T..

h(z)

Def.: Los polos de h(z) son las raices del denominador d(z).

Def.: Los ceros de h(z) son las raices del numerador n(z).

Si h(z) no tiene polos ni ceros cuyo modulo sea mayor que uno, el sistema se dice de fase minima.

Al igual que en sistemas continuos, un valor importante que también caracteriza una F. de T. es el valor
en S.S. que se logra en la salida para una entrada escalon. Este valor se define a continuacion.
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Def.: El valor de la respuesta en S.S. para entrada escalon de un sistema discreto se conoce como
ganancia dc. En un sistema discreto se determina como,

lim y(KT) = lim 2= y(2) = lim 2=L h(2)u(2) = lim 2= h(2)—2— = limh(z) = h(1).
k—o -1 7 >l 7 -1 7 Z—1 71

Ejemplo 5.5. Estudiar las F. de T. para los siguientes sistemas. (a) y(KT+T) + agy(kT) = bou(kT) se tiene que la F. de T. es

b . ; .
h(z) =—— . Por lo tanto, ceros: no tiene; polo: -a,. La respuesta a entrada escaldon converge si |ay| es menor que uno. El
Z+4a,

sistema es de fase minima si [ay| es menor que uno La ganancia dc es by/(1+ay). (b) y(KT+2T) + 1.1y(KT+T) + 0.3y(kT) =
22+02z  2(z+02)  2(z+0.2)
22 +1.12+03 22 +1.12+0.3 (2+0.5)(z+0.6)

tanto, ceros: 0, -0.2; polos: -0.5 y -0.6. La respuesta a entrada escalon converge. El sistema es de fase minima. La ganancia
dc es 1.2/(1.5-1.6) = 0.5. Similarmente al caso continuo, los polos y ceros se pueden representar en un plano complejo como
ilustrado en la Fig. 5.4. &

U(KT+2T) + 0.2u(kT+T). La funcién de transferencia es h(z) = Por lo

Si ahora consideramos la representacion de un sistema en sus variables de estado, pero con una entrada
y una salida, se tiene,

x(kT+T)= Ax(KT) + bu(kT), y(kT) = ex(kT) + du(kT),
al tomar la T.Z. se obtiene,
Zx(2) - zxo = AX(2) + bu(z), Y(z) = cx(z) + du(z),
lo que resulta en,

(zI - A)x(2) = zxo + bu(z), Y(z) = ex(2) + du(2),
x(z) = (I - A) ' (zxo + bu(2)), Y(2) = ex(2) + du(z),

y(2) = ezl — A) ' (zx + bu(2)) + du(2),
al considerar las c.i. nulas se tiene finalmente que,
Adj(zI-A)

_ CAY! _
y(z) =c(z — A) ' bu(z) + du(z) =c¢ detizl_A)

bu(z) + du(z),

por lo que la F.de T. en funcién de la representacion en variables de estado es igual a,

j T M\\ j
!'j \
0 e I : 0
s, ~do i
j R j
| | | |
a) -2 0 2 b) -2 0 2

Fig. 5.4 Polos y ceros de F. de T. discretas; a) sistema de ler orden, b) sistemas de segundo orden.
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Adj(zI - A)

_ Ay _
h(zy=c(zl-A)y'b+d=c detiZl_ A}

+d,

Notese que en este caso la ganancia dc puede calcularse como h(1) = ¢(I— A)'b+d.

Ejemplo 5.6. Para el problema de la poblacion de conejos se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento esta dada
por, Y(KT + 2T) — y(KT + T) — y(kT) = u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con U(kT) = 0 determine una F. de T. que represente este
caso. R.: Se puede asumir que la ecuacion anterior tiene una entrada U(kT) nula o que el coeficiente que la multiplica es

nula. Asi, la F. de T. quedaria dada por h(z) = 2;1 . &
7" —71-—

5.4 Modelo en Espacio de Estados a partir de una F. de T.

Si se tiene una representacion de un sistema en su F. de T. se plantea el problema de como llegar a una
representacion de ecuaciones en el espacio de estados.

A . Caso continuo
Sea una F. de T. h(s), considerando m = n, la cual representa a un sistema lineal dado.

y(s) bs"+b s +---+bs+h,
uis) s"+a S"'+--+as+a,

h(s) =

Se define arbitrariamente, la variable intermedia X;(S) tal que,

X (s) _ 1
uis) s"+a _s"'+---+as+a,

Tomando la T.L. inversa, queda lo siguiente,
(n) (n-1) m _
x"+a, X"V +--+ax" +a,x =u,

definiendo nuevas variables como,

: — (D

X, =%, X=X, , X =X

por lo que se puede escribir,
X =Xy X=X, s Xy =8 X —aX, — =8, X, +U,
por otro lado,
S _
Yo bs"+b " +---+bs+b,,
%,(8)

por lo que,
y=bx™ +b, X"+ +b X% +bX
=b,(—a, X —aX, —-—a, X, +u)+b X +---+bX, +bX,
= (b, —b,a,)x + (b, —b,a)x, +---+ (b, ,—ba, )x,+bu

de esta forma el sistema representado por una F. de T. se puede escribir como,
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X, 0 1 0 0 X, 0

X, 0 0 1 0 X, 0

o=l : : ) : ©o |+ |u,
X, | 0 0 0 1 X,y | |0
X | |- -a -a, e =A% ] 1]

y= [bO - aobn bl - a‘lbn e bn—2 - a'n—2bn bn—l - an—lbn ][Xl X, o X X ]T + bnu >

n-1

de donde se puede obtener por inspeccion la matriz A, el vector b, ¢, y el escalar d de la representacion
del tipo h(s)=c(SI-A)'b+d. En la Fig. 5.5 se muestra un diagrama en bloques para esta
representacion. Notese que h(S) es un escalar, por lo que se puede escribir que,

h(s) = h(s)" = {e(sI— A)'b +d}",
por lo que,
h(s) = {e(sT— A)'b}' + {d},
h(s)=b'(sI-A)"¢' +d,
h(s)=b'({sI}" — AT)'¢" +d,
h(s)=b"(sI-A")"c"+d,

por lo que otra representacion para el sistema descrito por h(S) en variables de estado es,

7 0 0 0 4 Y1 | b, —ayb,
e 1 0 0 - Y2 b, —ab,
S . ) . ; N f u
Voot 0 1 0 —a, || Yo b, —a,.,b,
LY.l | O 0 I =a || va | |b—2a,.b, |
y=[0 0 = 0 Ny, v, = Yoy Yol +byu

lV AA 4

bo-agbn

AA 4

-a;

A

-dy [«

Fig. 5.5 Diagrama de una representacion en variables de estado continuo.
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También puede considerarse el caso de utilizar fracciones parciales. Sea h(S) con polos simples reales,
y con m < n, entonces,

y(s) _n(s) _bs"+b,_s"" +--+bs+b _bs"+b s"" +--+bs+D Z”: k;
u(s) d(s) s.”+anfls“‘1+-~+als+a0 (S+p)(S+p,)--(S+p,) ,_ls+pI

()

h(s) =

donde k. = lim (s+ p)

S>—p;

, en este caso la representacion en variables de estado es,

S, -p, 0 - 0 |[o K,
S| 0 TR 0oy ey
S, 0 0 - -p, |o, K,
y=[1 1 - 16, o, - o,] +bu

En el caso de raices repetidas se procede como sigue. Sea p; una raiz repetida g veces, entonces,
y(s) n(s) bs"+b, 8" +---+bs+b,  bs"+b, 8"+ +bs+b,

= = — =
u(s) d(s) Sn"'a-n—lsn T +a5+3a, (S+pl)p(s+p2)"'(s+pn—q+1)

h(s) =

c C,. C 9k
1 bt q-1 + q +z i

s+ P, (s+p)™" (s+p)! Ts+p,
(-
donde ¢ = ! lim —1(s+p)'—= n(s) , para I=1,..,q-1, c,=lim(s+p)'—= n(s)
(q—1)!s>-» ds@D d(s) > d(s)’
k., = lim (S+ p, )Q, parai=2, ..., n-(-1. En este caso la representacion en variables de estado
s>—p S
queda como sigue,
_él_ —_pl 0 0 0 0 0 __81_ -
g, 1 -p - O 0 0o - 0 g, 0
€ _ 0 -p, O 0 0 € N 0 !
g, 0 o - 1 -p 0 - 0 €, 0 ,
€l 0 0 0 -p, 0 €qu1
£, 0 0 0 0 0 Poga || &n 1]
y=[c, ¢ - Cy C ki ki g & - g & &g e, ]
Ejemplo 5.7. Disponer en ecuaciones de estado al sistema dado por h(s) =St—b°. R.: En este caso se tiene que
(s+a)’ (s+b)
-1
h(s) = “« , & a , por lo tanto, C; - ! lim d - (s+a)2L - hmi{s”’o} _
(s+a) (s+a)> (s+hb) (2-1)!s>-ads®™ (s+a)’(s+b) s>-ads [ s+b
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im (s+b) (52+b0) _ b b°2 , C, = lim(s+a)’ S+2b0 lims+b b, -2 y k= 11m(S b)$
s>-a (s+b) (b—a) so-a (s+a)’(s+b) s>-as+b b-a (s+a)’(s+h)
X, 0| % 1 X
. S+b, b, —b . ,
lim > = 5 . Por lo tanto, la representacion es, | X, | = —a 0 ||X |+|0fu, y=[c, ¢, K]lX| %
s>-b(s+8) (a-h) _
X, 0 -bjl x 1 X,

Ejemplo 5.8. Para el sistema mostrado en la Fig. 5.2(a), obtenga dos representaciones en variables de estado. R.: El

d . . .
d‘;‘ =v, —Ri, -k, o y le—?:kmla—dm—tl. Definiendo a X; = iz y X = o, el

. X, -R/L —k,/L || X 1/L 0 X, .
modelo natural en variables de estado es, | . |= + v, + t, m:[O 1] . Sin
X, K,/J, —d/J, || x 0 -1/, X,

embargo, al considerar la velocidad como salida, se encontr6 en el Ejemplo 5.3 la relacion en el plano S

1 -1
o(s) =—" v, (8)+— t,(S), por lo que otra representacion en variables
O30T TR a1 RO TR d] ergrS P P
ST+ —+—|[S+ ST+ —+—[S+
L J JL L J JL
k. +dR -
. 0 _L km _R
G| IL G JiL _ Gl e g
de estadoes, | [ |= +| JL v, + t, m—[O 1] . Notese que en esta nueva representacion
¢, R d||l& -1 G
I —|—+— 0
L J, i

€1 no corresponde a i,; es mas, no hay significado fisico para esta variable. &

Una vez que se tiene una representacion del tipo x= Ax + Bu + Ep, y = Cx + Du + Fp, se pueden
encontrar infinitas representaciones en variables de estado. Para esto basta definir una transformacion
de similitud. Las transformaciones de similitud representan un cambio de coordenadas de las variables
de estado, y estan expresadas por una matriz invertible de manera que z = Tx, donde x es el vector de
estados original y z es el nuevo vector de estados, por lo tanto, x = T"'z y por ende dx/dt = T"'dz/dt con
lo que la representacion original queda,

T'z=AT'z+Bu+Ep, y=CT'z+ Du+ Fp,
multiplicando la primera ecuacion - por la izquierda - por T, se obtiene finalmente,
2=TAT'z+TBu+ TEp, y=CT'z+ Du+ Fp,

Normalmente se acostumbra a definir nuevas matrices de parametros. Es decir, At = TAT'I, Br=TB,
Cr= CT’! , Dr=D, Er=TE, Fr =F. Por lo que la representacion alternativa quedaria,

z=Arz+ Bru+ Erp, y=Cyz+ Dru+ Frp,
En este caso, la F. de T. (sin considerar la perturbacion) es,
Hy(s)=Cr(sI-Ar) By +Dq

=CT'(sSI-TAT')'TB+D

=CT(T(SI-A)T")"'TB+D

=CT'T(sI-A)"'T"'TB+D

=C(sI-A)"'B+D

=H(s)
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lo que ratifica que la definicion de las variables de estado no altera la F. de T., por cuanto esta es una
caracteristica entrada/salida del sistema.

B . Caso discreto

De igual manera que para el caso tiempo continuo, consideremos una F. de T., la cual representa a un
sistema lineal discreto y nos interesaria obtener una representacion en el espacio de estados. Sea h(z)
con m = n, la cual representa a un sistema lineal dado, entonces,
y(z) b,z"+b, 2" +--+bz+h,

~ on n-1 :
u(iz)y z'+a,,z2" +---+az+a,

h(z)=

Se define arbitrariamente, la variable intermedia X;(z) tal que,
x(2) _ 1
u(z) z"+a_z2"'+--+az+a,

Tomando la T.Z. inversa, queda lo siguiente,
X,(KT +nT)+a, X KT +nT =T)+---+a,Xx (KT +T)+a,x (kT)=u(kT),
definiendo nuevas variables como,

X, (KT)=x (KT +T), % (KT)=x (KT +2T), -, X (KT)=x(KT +nT=T).

por lo que se puede escribir,

X{(KT +T)=%,(kT), X, (KT +T)=%,(kT), ---, X, (KT +T)=x,(KT)
X,(KT +T)=-a,x (KT)—aX,(KT)—---—a, X, (KT )+ u(kT)

2

por otro lado,
LZ):bnz“ +b 2"+ +bz+b,,
X (2)
por lo que,
y(kT) =b X (KT +nT)+b, X (KT +nT =T)+---+bx (KT +T)+b X, (KT)
=b, (—a, X (KT)—aX,(KT)—---—a, X, (KT)+u(kT))+b, X, (KT)+---+bx,(KT)+Db,x (KT),
=(b, —b,a,)X,(KT)+ (b, —b,a)x,(KT)+---+ (b, , —b.a, )X, (KT ) +b,u(kT)

de esta forma el sistema representado por una F. de T. se puede escribir como,
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_X](kT)_
X, (KT)
y(kT)=[b,—a,b, b —-ab, --- b, ,-a :

n

b b -1 _an—lbn]

n-2-n n

D |+bu(kT),
X, (KT)
| %, (KT) |

de donde se puede obtener por inspeccion la matriz A, el vector b, ¢, y el escalar d de la representacion
del tipo h(z)=c(zl — AY'b+d. En la Fig. 5.6 se muestra un diagrama en bloques para esta
representacion. Notese que h(z) es un escalar, por lo que se puede escribir que,

h(z) =h@@)" = {c(zZL - A)'b +d}",
por lo que (siguiendo el desarrollo para sistemas continuos),
h@z)=b'ZI-AT)'c" +d,

por lo que otra representacion para el sistema descrito por h(z) en variables de estado es,

[y, (KT +T) ] 0 0 0 -a, |[ v,(kT) | [ b,—ab,
v, (KT +T) 1 0 0 -a | v,(kT) b, —ab,
: =| : : : : + : u(kT)
Yn—l(kT +T) 0 1 0 —a,., Yn—l(kT) bn—2 - an—zbn .
| v.(kKT+T) | | 0 0 1 —a,, || v.(kT) | [b, —a,_b, |

yKkT)=[0 0 - 0 1[y,(KT) v,(KT) - v, (KT) v,(KT)I" +bu(kT)

También puede considerarse el caso de utilizar fracciones parciales. Sea h(z) con polos simples reales,
y con m < n, entonces,

_y(@) _n(z) _bz"+b, 2" +--+bz+b, bz"+b, 2" +---+bz+b, Z“:

K
h(z = = = ,
@) u(z) d(z) z"+a, z2"'+--+az+a, (Z+p)z+p)--(z+p,) Tz+p
) n(z) ., .
donde k; = lim (z+ p, )m , en este caso la representacion en variables de estado es,
Z>=p; VA
o > e yEm
b, bn.1-an.1bn b;-a;b, bo-agbn
. X, (KT +T) Lomian X, (kT +T) L2 il
X (KT) |Xl(kT)
u(kT) 5 Z ....... ZIAL.E
M1 -an, (KT +T) %, (KT) | % (KT +T)
II -an; [«
-d; |«
-3, |

Fig. 5.6 Diagrama de una representacion en variables de estado discreto.
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o, (KT +T) -p, o - 0 o, (KT) K,
Gz(k-l: +T) _ O _:pz 0 Gz(sz) + k:2 u(kT),
o, (KT +T) 0 0 - —p,| o,KT) K,

ykT)=[1 1 - 1[c,(kT) o,(kT) --- o, (KT)]" +bu(kT).

Similarmente al caso continuo, se pueden obtener las expresiones generalizadas para el caso de tener
raices iguales.

: . . . 27-6 .
Ejemplo 5.9. Disponer en ecuaciones de estado al sistema dado por h(Z)=43—. R.: En este caso se tiene que
-z

05715 X (KT +T) 0 0 0 | x(kT) -1.5
h(Z)=%, por lo que por inspeccion se puede escribir que | X, (KT +T) |={1 0 0.25]|| X,(KT) [+| 0.5 |u(kT),
z°-0.252
X, (KT +T) 0 I 0 [|x(KT) 0
X, (KT)
. . . . 0.5z-1.5 0.5z-1.5
y(kT)=[0 0 1]| x,(kT) |. Por otro lado, utilizando fracciones parciales se tiene que h(z) = — = > =
z7-025z z(z°-0.25)
X, (KT)
0.52-1.5 = _—6+A+3+5; por lo tanto, otra representacion en variables de estado esta dada por,
2(z+0.5)(z-0.5) z z2+05 z-05
o,kKT+T)] [0 0 0 7[o,kkT)] [-6 o,(KT)
o,(KT+T)|=|0 —05 0 || o, (KT)|+|2.5|ukT), y(kT)=[1 1 1]| o,(kT) |. Notese que los valores propios son 0,
o, (KT +T) 0 0 05| o,kT)| |35 o, (KT)
-0.5y0.5. %

Ejemplo 5.10. Para el problema de la poblacion de conejos se encuentra que la ecuacion que rige el crecimiento esta dada
por, Y(KT + 2T) — y(KT + T) — y(kT) = u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con U(kT) = 0 determine una representacion en variables
de estado. R.: Al considerar X;(KT) = y(KT) y X(KT) = y(kKT+T) se puede determinar que X;(KT+T) = y(KT+T) = X,(KT) y
Xo(KT+T) = y(KT+T+T) = y(KT+2T). A partir del modelo se obtiene que, Xo(KT+T) = u(kT) + y(kT) + y(KT+T) = u(kT) + x;(KT)

-, . X, (KT +T) 0 1] xKT)| [0
+ Xy(kT). Por lo que una representacion en variables de estado es, = +| |u(kT),
X, (KT +T) 1 1| x,(kT) 1

xl(kT)} N

y(kT) =1l O]{xz(kT)

Al igual que en el caso continuo, una vez que se tiene una representacion del tipo x(KT + T) = Ax(kT) +
Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = Cx(kT) + Du(kT) + Fp(KT), se pueden encontrar infinitas representaciones en
variables de estado. Para esto basta definir una transformacion de similitud de manera que z(kT) =
Tx(kT), donde x(kT) es el vector de estados original y z(kT) es el nuevo vector de estados, por lo tanto,
x(kT) = T"'z(kT) y por ende x(kT + T) = T"'z(kT + T) con lo que la representacién original queda,

T'z(kT + T) = AT 'z(kT) + Bu(kT) + Ep(kT), y(kT) = CT'z(kT) + Du(kT) + Fp(kT),
multiplicando la primera ecuacion - por la izquierda - por T, se obtiene finalmente,
z(KT + T) = TAT 'z(kT) + TBu(kT) + TEp(kT), y(kT)=CT'z(kT) + Du(kT) + Fp(kT),

Normalmente se acostumbra definir nuevas matrices de parametros. Es decir, At = TAT'I, Bt = TB,
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Cr= CT'], Dy =D, Er =TE, Fy =F. Por lo que la representacion alternativa quedaria,
z(KT + T) = At z(KT) + Bru(kT) + Erp(kT), y(kT) = Crz(kT) + Dru(kT) + Frp(KT),

Similarmente al caso continuo, se puede demostrar que esta nueva representacion y la original tienen la
misma F. de T.

5.5 Sistemas de Primer y Segundo Orden

La mayoria de los sistemas tienen comportamientos que pueden ser asociados a sistemas de primer y/o
segundo orden, con o sin retardo. Por lo tanto, es importante conocer en detalle las caracteristicas
estaticas y dindmicas de éstos sistemas.

A . Primer orden.

Un sistema de primer orden se puede modelar con la siguiente ecuacion diferencial,
y(®+a,y(t) =bu(t), cony(0)=0,

de la cual se obtienelaF. de T.,

bo =k ! 5 conk= b()/a()}”E: 1/ay.
S+a, w5+1

h(s) =

Notese que k corresponde a la ganancia dc del sistema y t es la constante de tiempo. Ademas, el
sistema no tiene ceros y tiene un polo en s = -3y = -1/.

Respuesta a entrada escalén. La respuesta del sistema de primer orden a entrada escalon (Fig. 5.7) es,
yt) =k(1-e " u(t).

Evaluando la respuesta del sistema en el tiempo t =t , se tiene que y(t) = k(1 - €') = 0.632k; es decir, la

respuesta alcanza el 63.2 % de su valor final. Evaluando la respuesta del sistema en el S.S., se tiene que

y(o0) =k(1 - €”) =k, que concuerda con la ganancia dc del sistema, pues h(0) = k = y(o0).

B . Primer orden con retardo

Un sistema de primer orden con retado se puede modelar con la siguiente ecuacion diferencial

yt)+a,y(t) =but—t;), cony(0)=0,

de la cual se obtienelaF. de T.,

T 1 T T T
i : k

P o — IR e e RS P EP PR
ia) ;

_________ 2 TP I
. : i ( ) _
0 o N | | |

0 T 1 tg+t 3 4 5 6

Fig. 5.7 Respuesta a entrada escalon de un sistema de primer orden; a) sin retardo, b) con retardo.
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b 1
h(s):—oe—tds :k—e_tdS, COHk:bO/aoyT: 1/3.0.
S+a, ws+1

Notese que k corresponde a la ganancia dc del sistema y t es la constante de tiempo. Ademas, el
sistema tiene un cero en oo y un polo en s = -a9 = -1/7.

Respuesta a entrada escalén. La respuesta del sistema de primer orden con retardo a entrada escalon
(Fig. 5.7) es,

y(t) =k(1—e " Mu(t-t,),
Evaluando la respuesta del sistema en el tiempo t =t4 + 1, se tiene que Y(tg + 1) = K(1 - e =0.632k; es
decir, la respuesta alcanza el 63.2 % de su valor final. Evaluando la respuesta del sistema en S.S., se
tiene que y(o0) = k(1 - €™) = k, que concuerda con la ganancia dc del sistema, pues h(0) = k = y(o0).
C. Segundo orden

Un sistema de segundo orden se puede modelar con la siguiente ecuacion diferencial,
Y(£)+ 280, (1) + o y() = kou(t) ,

de la cual se obtienelaF. de T.,

2
®

h(s) =k ! .
©) $*+28m, S+ o

Notese que k corresponde a la ganancia dc, & es el factor de amortiguamiento y o, corresponde a la
frecuencia natural de oscilacion. El sistema no tiene ceros y tiene dos polos que estan dados por -Ewn *

on+/E* —1. Es evidente que dependiendo del valor de los parametros se pueden dar varias
combinaciones posibles para los polos del sistema.

Caso 1, £ > 1, polos negativos y distintos. En este caso se tiene que,

e e c +C,—ce' —c,e™
Sl=—§(})n+(,0n §2—1,32=—§(Dn—(})n &2_1, y(t)=k 1 - (1: - .

1

Caso 2, £ = 1, polos negativos e iguales. En este caso se tiene que,

st

c,—ce’+cte
Sl :_‘i@na Sz :_ao‘)na y(t):k l 1 :

1

Caso 3, 0 <§ <1, polos negativos complejos. En este caso se tiene que,

S1 :_E.:('On+ jo‘)n 1_%2 4 Sz :_a(’on_j(’on Vl_az H

—Eo,t _ g2
¢ sin| o, 1—§2t+tanl[ léa J

y(t)=k<1-
J1-¢

Caso 4, £ =0, polos imaginarios. En este caso se tiene que,

s, =Jo,, S, =—jo,, y(t)=K[1-cos(o,t)].
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Los diferentes casos se muestran en la Fig. 5.8, ademas de las correspondientes respuestas a entrada
escalon.

5.6 Sistemas Equivalentes Discretos - Continuos

Un desafio interesante es encontrar ecuaciones de diferencias cuyas respuestas a una entrada dada sea
el muestreo de la respuesta de un sistema de ecuaciones diferenciales conocido.

A . Ecuacion diferencial - Ecuacion de diferencias

Se sabe que para el sistema,
y(O+ay(®) =bu(t),
que tiene un polo en —a y que la respuesta a entrada escalon es,
y(®) =k(d-e" ().
Por otro lado, se sabe que la respuesta a entrada escalon del sistema discreto,
y(KT +T)+ay(KT) =bu(kT),

que tiene un polo en —a, esta dada por,

y(kT)=%(1—(—g)k)u<kT),
+a

b)
20F
=0
1.5
0<égx<1 |
0} P 49 S50 A f . !
&E=1
0 1 ] 1 ] ]
0 1 2 3 4 5 6

Fig. 5.8 Ubicacion de los polos y respuesta a escalon de un sistema de segundo orden en funcion de &; a) ubicacion
de polos, b) respuesta a entrada escalon.
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que corresponde al muestreo de la respuesta anterior y(t) en intervalos regulares T, si se cumple que,

—a=e", b=g(l—e“’”),

lo que da cuenta de una relacion entre los polos y la ganancia dc de los sistemas continuos y discreto.
En general, las condiciones necesarias — pero lamentablemente no suficientes — son,

1) Si el sistema continuo tiene un polo ubicado en Sp, debe existir un polo equivalente en el plano z
_ %'
dado por z, =€ .
i1)  Si el sistema continuo tiene un cero ubicado en S;, debe existir un cero equivalente en el plano z
dado por z, =e*" .

. - . . h(@s)|.
iii)  Se debe cumplir la condicion de ganancia dc h(S)|s=o = h(z)|,=1, 0 bien, hi;)u&_o =1
Z z=1
Ejemplo 5.11. Sea un sistema de segundo orden dado por ¥i(t)+2Em, V(1) +®;y(t) = ko;u(t) el cual tiene por F. de T. a
2
h(s) = k#z, determine un sistema discreto equivalente. R.: En este caso los polos son s, = —£m, + /&’ —1

s +2Ew, S+

n
y s, =-fo, —0,& —1, por lo que el sistema discreto equivalente debe tener polos en z, =e"=** -t y

J& . . . 1
2, == VT - Asi una F. de T. discreta candidata en el plano discreto es h(z) = k,———— =
(Z—Zl)(Z—ZZ)
1 1

k . Por otro lado, h(S)|ls—=o =k =h(2)|;=, = k R
0 (z _ pl-tonro BT )z _e(—éwn—wn@w) (&)= @l-1= (1_e<—awn+wn@ﬂ )(1_e<—a.wn—mn@ﬂ)
Eop, +, \/ﬁ)T )(1 _ e(—E_(on -y \/iz——l)T )

[ [ 1-eC
or lo que k, = k(1—en V& DTy _gtmen=enV& =Ty Rinalmente, h(z) = k ( L&
P que ky =k( X ) @ (2— e EontondE T Y7 _ gl-on-0nE7-DT

B . Espacio de estados continuos - Espacio de estados discretos
Sea el sistema continuo dado por,
X (t) = Ax(t) + bu(t), y(t) = cx(t) + du(t),

que tiene por estados a,
x(t) = O(H)x, + .[(Icl)(t —7)Bu(t)dr,
si la c.i. es arbitraria en t = ty, entonces,
x(t) = Ot —t,)x(t,) + j; @(t - 7)Bu(t)dr,
si el instante ty es KT y el instante t es KT + T, entonces,
X(KT +T)=®(KT +T —KT)x(KT )+ J.kanT ®(KT +T —1)Bu(t)dr,
si la entrada se mantiene constante en el intervalo de integracion, entonces,

x(KT +T) = ®(T)x(KT) + {I:Tm ®(KT +T —1)Bdtu(kT),
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KT+T

seakT +T-1=T - o entonces dt = do, r| -0

"
o , » por lo que,

x(KT +T) = ®(T )x(kT) + { [[o —G)Bdo}u(kT),

o equivalentemente,
.
x(KT +T) =e*Tx(kT)+ { jo e*"Bd c} u(kT).
Luego, para el sistema discreto descrito por las ecuaciones de estado,

x(KT + T)= Ax(KT) + bu(kT),

se encuentra por inspeccion que las matrices A y b, pueden ser definidas por,
T
A=e, be{[le o).

Con esto se logra un sistema discreto equivalente al sistema continuo. Se debe tener presente que esta
equivalencia es exacta en la medida que U(t) sea constante entre intervalos de muestreo. Esto es valido
para toda sefial compuesta por escalones que pueden cambiar de amplitud en los instantes de muestreo.

Ejemplo 5.12. Sea un sistema de segundo orden dado por ¥(t)+2Ew,y(t)+®.y(t) =kw u(t) el cual tiene por

-0, —2&o, || X

En este caso se obtiene la matriz de transicion evaluada en t = T = 0.25, con § = 0.274, ©, = 3.651, lo que resulta en
AT 0.668 0.171
A=e' = ®(T)=

n n

) ) X 0 1 X 0 . . : .
representacion en variables de estado a { ! } = { s }{ 1 }{ z}u , determine un sistema discreto equivalente. R.:
X2

-2.275 0327

donde T estd compuesta por los vectores propios generados por los valores propios A; y A, Por otro lado,

}. Notese que la matriz de transicion se calcula como ®(t)=T 'diag{e™,e™"|T ,

2.275

bu(kT), equivalente al continuo. La Fig. 5.9 muestra la simulacion del sistema continuo y discreto. Notese que la F. de T. de
0.331936z +0.279732985005

7’ —0.994681z +0.606529985005 a

0.332
b= { J‘OT e* ™ bd cs} = { }, donde A y b corresponden a los parametros del modelo discreto x(kT + T) = Ax(KT) +

ue tiene

este sistema discreto considerando ¢ = [1 0] esta dada por h(z) = ¢(zZI — A)'b =

a)

2 0—0—0—0—0—0—0—0-0-0-0-0-00-9
u(kT)
1+ eo 000000000 —
u(t)
) o—o—o— | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8
3 T T T T T T T
b)
2
F
0 0—o—0—0—b | | | | | |
0 1 2 3 4 5 6 7 8

Fig. 5.9 Respuesta de un sistema de segundo orden continuo y discreto ante entrada de escalones; a) entradas, b) salidas.
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un cero que no esta en la F. de T. del ejemplo anterior. &

Ejemplo 5.13. Discretizar el modelo del levitador magnético mostrado en la Fig. 5.3. Ensaye el modelo continuo ante
entrada rampa y rampa con muestreador-S/H, compare los resultados con lo obtenido del modelo discreto con entrada
rampa discreta. R.: El modelo linealizado con AX; = Ai, AX, = AX, AX; = dAX/dt y Au = Ae esta dado por las matrices

_R 0 0 1
L L .
A= 0 0 1 {,b={0],e¢=[010],d=0.Dado que A =¢e*", b= {IO eA(T"’)bdc} las
ke k@ ko-d| |0
ml—x,+a m(, —-x +a)’ m |
6.73810° 0 0 0.993
matrices resultantes son parat=T=025, A=| 5485107 0.166 0.071 |y b=|0.017 | donde A y b corresponden a
-6.58910° -3.77 -0.257 0.110

los parametros del modelo discreto Ax(KT + T) = AAx(kT) + bAu(kT). La Fig. 5.10 muestra la simulacion del sistema
continuo con una entrada rampa y del sistema discreto con una rampa discreta que corresponde a la rampa continua
mustreada. La simulacion discreta no corresponde al caso continuo. Sin embargo, la Fig. 5.11 muestra la simulacion del
sistema continuo con una entrada rampa, pero muestreada y luego retenida con un retentor de primer orden y del sistema
discreto con una rampa discreta que corresponde a la rampa continua mustreada. La simulacion discreta ahora si
corresponde al caso continuo. Estos resultados confirman que el equivalente discreto como revisado en estos apuntes
representa fielmente al caso continuo en la medida que la entrada utilizada en el modelo continuo sea constante durante los
instantes de muestreo.

I 1 I T T T
a) Ae(kT)

0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
T T T T T 1
b) AiKT) b) aikT)
M _{_(—q
0 z ° *—o—0—0—0—0—0 [ S ST S S S S S S
° Ai(t) Ai(t)
[}
[}
| | | | | |
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
4 T T T 4 T 1 T

| ©) Ax(kT) | | ©) AxkT) i
2 /\\ 2
0 hd g ® 0 /\v 0 —
AX(®) \/' AX(®)
L i L i
[}

1 1 1 1 1 |

[ ]
L

-4 -4
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4
Fig. 5.10 Discretizacion del modelo lineal del levitador; Fig. 5.11 Discretizacion del modelo lineal del levitador;
a) entrada, b) corriente, ¢) posicion. a) entrada, b) corriente, ¢) posicion..
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5.7 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- Determine la F. de T. de las siguientes ecuaciones.

@ rym-u o 2y =uw+10
dy(t) _du® dy(®) _du®
() —L+syn=— @ L2y ==+ 10u()
©) ddi'z(t) +3y(t) =u(t=1) 0 %+2y(t) =$+10u(t—1)
(@ y(KT+T)+a,y(KT)=0 () y(KT +T)+0.5y(KT)=u(kT)
() y(KT +T)+1.5y(kT) = u(kT) () y(KT +2T)+1.5y(KT)=u(kT)
(k)  y(KT +2T)+1.5y(kT)=5u(kT +T) M y(KT +2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T)+u(kT)

2.-  Determine los polos y ceros de las ecuaciones anteriores.
3.- Determine una representacion en variables de estado de las ecuaciones anteriores.
4.- Determine la F. de T. de las siguientes ecuaciones.

[ 1 )
(a) X(t)—_2 _JXU)W{JU(U, y(t)=[4 10]x(t)

T4 1
(b) x(t)= : JX('[)J{O}U(U, y(t)=[0 1]x(t)+u(t)

4 2 10
() x(t)= { _3}‘(07{4}1(0, y®)=[1 2]x(t)+u(t)

T4 2] 1]

@ x(T+T)=| " 7 Ix(KD)+| |, JukT). y(kT)=[1 2Ix(kT)
© x(kKT+T)= _04 _13 x(KT)+ (1) ukT), y(kT)=[1 0Jx(KT)
0 x(kT+T)= _04 _13 x(KT)+ (1) u(kT), y(KT)=[1 0Jx(KT)+u(kT)

5.-  Determine los polos y ceros de las ecuaciones anteriores.

B . Nivel intermedio.

1.-  Determine los valores propios de la matriz A de las siguientes ecuaciones,

@) X(t)=__24 _13}(0{;}(0, YO =14 101(D
4 1 1
o) x0=; 3}0){0}@), YO=10 1) +u(d
) :—4 2 10
© x0=|] _Jx(t){ Ju(t), YOI 20 +u(d

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 110

(d)

(e)

®
2.-

3.-
(a)

(©)

(e
4.-

(a)

(b)

(©)

(a)
(©)
(e)
(a)
(b)

(©)

-4 2 1
xkT+T)=1 - KT+ JuckT), y(kT)=[1 2]x(kT)
- 0 1 - _O:
xkT+T)=) S x(kT)+| jukT),  y(kT)=[1 0Ix(kT)
- 0 1 - _O_
x(KT+T)= 4 3] x(KT)+ : u(kT), y(kT)=[1 0Jx(kT)+u(kT)
Compare los Valores proplc;s_obtemdos anteriormente con los polos de la F. de T.
correspondiente.
Determine una ecuacion de diferencias discreta equivalente a la continua. Utilice T = 1.
2
d dxt/(t) L y(t) =u() (b) $+ y(t) =u(t)+10
dy() du(t) dy(t) du(t)
+5y(t) = d +2y(t) = +10u(t
ot y(t) = ot (d) ot y(t)= " ()
2
ddilz(t)+3>’(t):“(t—1) ® dﬁ(tt)+2y(t)—duit)+1ou(t D

Determine un las ecuaciones de diferencias equivalentes a las siguientes ecuaciones diferenciales.
Utilice T =1.

x(t) = __2 _13} x(t)+ B} uct), y)=[4 10]x(t)
't—_41 t 1ut t)=[0 I]x(t)+u(t
X()—_2 3X()+0 ®, y®O=[0 TI]x()+u()
o4 2 10
x(t) = | _3} x(t) —{ 4 }u(t), y()=[1 2]x(t)+u(t)
Obteng_a una ecuacion diferencial equivalente a la ecuacion discreta.
y(kT +T)+a,y(kT)=0 (b)  y(KT +T)+0.5y(kT)=u(kT)
Y(KT +T)+1.5y(kT)=u(kT) (d)  y(KT +2T)+1.5y(kT)=u(kT)
Y(KT +2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T) )  y(KT +2T)+1.5y(kT)=5u(kT +T)+u(kT)
Obtenga las ecuaciones diferenciales equivalentes a las ecuaciones de diferencias.
x(KT +T)= _14 _23 x(KT)+ i u(kT), y(kT)=[1 2]x(kT)
- 01 - :O:
x(KT+T)= 4 3 x(KT)+ | u(kT), y(kT)=[1 O]x(kT)
x(KT+T)= _04 _13 x(KT)+ (1) u(kT), y(kT)=[1 OIx(kT)+u(kT)

Nivel avanzado.

En estos apuntes se muestra un método para encontrar un set de ecuaciones de diferencias
equivalente a un set de ecuaciones diferenciales. Para lo cual se asume que la entrada al sistema
continuo estd compuesta por escalones que no cambian entre muestreo. Determine un
procedimiento para el caso de tener una entrada impulso. Es decir que la respuesta a impulso del
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sistema discreto encontrado sea el muestreo de la respuesta a impulso del sistema continuo. El
sistema resultante se dice impulso invariante.

2.-  Para un sistema continuo dado por {A, b, ¢, d} que tiene F. de T. dada por h(s) = ¢(sI - A)'b +d
se define el sistema inverso a uno {Ainy, biny, Cinv, Jiny} tal que su F. de T. es hin(s) = 1/ h(s).
Encuentre los parametros Ajpy, biny, Ciny, ¥ Giny de este nuevo sistema.

3.-  Aprovechar el resultado anterior para demostrar que los ceros de h(s) son los valores propios de
la matriz dada por A - bd”c.

4.- Se sabe que A=e*" y que l_)={ LT eA(T_G)bdG}, lo que implica que las matrices buscadas se
. . , . , A b
obtienen a partir de dos calculos. Muestre que si se define la matriz M = 0 ol entonces

A b ) .
eM = {_ ﬂ , lo que permite obtener en un calculo ambas matrices.

0
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6 Analisis en Frecuencia

Una ventaja del enfoque de la respuesta en frecuencia es su aplicabilidad
experimental. En efecto, las pruebas en frecuencia son, en general,
sencillas y pueden ser muy precisas con el uso de generadores de sefiales
sinusoidales y un equipo de mediciéon (osciloscopio). Como resultado, se
puede obtener la F. de T. y/o M. de T. de sistemas en forma experimental
independiente de la complejidad de éste. Ademas, este enfoque suele ser
una poderosa herramienta en la etapa de disefio de sistemas, en
particular, de su control.

6.1 Introduccidon

Hasta ahora todo el analisis se ha referido a S.L.I. en que la entrada no es una sefial peridodica. Ahora
quedan interrogantes tales como, ; qué sefial aparece en la salida si se utiliza una entrada sinusoidal ?.
Por ejemplo, en el caso de tener un sistema con una F. de T. dada por h(s) = 1/(s + &), para una entrada
sinusoidal u(t) = Asin(mt) se tiene que la salida es,

0 1

y(s) = L(u(t)h(s) = A 2 :
+o’ s+a

SZ

por lo que la respuesta en el tiempo es,

0) 1 0) 1 0) s—a
y(t)=El{Asz+ z_}:EI{A 2 2 -A 2 2 2 2}
W S+a a +o S+a a +o ST+

a .
> ® 5 {cos(cot) ——sm(mt)}
+® ®
®

_ 1 ) 4 ®
:Aﬁe at+A—Sll'l ot —tan =
a +o a2+(02 a

transiente

estacionaria

Se aprecia que la parte estacionaria de la salida es también una sefial sinusoidal, pero de amplitud y
fase modificadas — respecto de la entrada — de acuerdo a su F. de T.. Es decir, bastaria conocer la F. de
T. del sistema para predecir correctamente la amplitud y fase de la salida. Por otro lado, una sefial
periddica arbitraria puede ser descompuesta en una sumatoria de sefiales sinusoidales; por lo tanto, la
salida de un S.L.I. a estas entradas sera la sumatoria de la respuesta a cada sinusoidal, lo que puede ser
abordado con el anélisis en frecuencia.

La salida del sistema mostrado en la Fig. 6.1 se puede escribir como,

u(t) y(®
—» h(t) [—»

Fig. 6.1 Sistema S.L.I..
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y®=h®*u®) = h(ut-ndz,

donde h(t) es la respuesta a impulso del S.L.I.. Considerando la entrada como u(t) = et que
corresponde a la base de generacion de sefiales periddicas, en particular sinusoidales, se tiene que,

y© =" hedr=[" h(r)e™e *dr=e [ h(r)e "dr,
donde el término integral corresponde a la T.F. de la respuesta a impulso del sistema; es decir,
h(w) = f; h(t)e *"dr,
luego, la senal de salida queda como,

y(t) = h(w)e™,

donde se ve claramente que la sefial periddica de entrada, €, se ve reflejada en la salida como una
sefal de igual frecuencia a la sefial de entrada, pero atenuada/amplificada y adelantada/retrasada en el
factor h(w). Noétese que h(w) es una propiedad del sistema y es un nimero complejo, el cual se puede
representar en un plano complejo o en mddulo y dngulo. Recordar que para obtener la T.F. de una senal
se puede reemplazar S por jo en su T.L. bilateral.

Ejemplo 6.1. Para las siguientes F. de T. determinar el modulo y la fase en funcion de la frecuencia de su T.F.. (a) h(s) =

ﬁ y arg(h())
o +

h(®) = 1/(jw), por lo que |h(w)| = l/® y arg(h(w)) = -90°. La Fig. 6.2 muestra la respuesta en S.S. para dos entradas a un
sistema integrador. Claramente, la salida esta siempre retrasada 90° y la amplitud es menor a altas frecuencias. &

1/(s + &), en este caso h(w) = 1/(jo + &), por lo que |h(w)| = = -tan' {w/a}. (b) h(s) = 1/s, en este caso

6.2 Diagrama de Bode

El Diagrama de Bode es la grafica de la T.F. de un sistema como se aprecia de la definicion siguiente.

T T T T
2 —
u(t)
0
y(t)
=2 I I I I
0 2 4 6 8 10
T T T T
2 -
u(t)
AN,
y(t)
2C I I I I n
0 2 4 6 8 10

Fig. 6.2 Respuesta de un sistema integrador para dos entradas de igual amplitud.
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Def.: El Diagrama de Bode (D. de B.) es el grafico del modulo, en dB, y la fase, en grados, de una F.
de T. con s = jo en funcion de la frecuencia en base logaritmica.

Una ventaja de utilizar el D. de B. en el andlisis de sistemas lineales, es que la multiplicacion entre F.
de T. se transforma en adicién de magnitudes y fases, de los Bode respectivos. Esto debido a que se
consideran dBs.

Ejemplo 6.2. Dibujar el D. de B. para la F. de T. (a) h(s) = 1/5, en este caso h(w) = 1/(jo), por lo que |h(w)| = /o y
arg(h(®)) = -90°. Asi el médulo del D. de B. esta determinado por 20log{|h(®)|} = 20log{1/w} = -20log{w}, (b) h(s) = 1/(s

+ ), en este caso h(w) = 1/(jo + a), por lo que |h(m)| = =y arg(h(w)) = -tan {w/a}. Asi el médulo del D. de B. esta

1
Vo’ +a

! } = 20log{ Vo +a* } =-10log{ ®” +a’}. Ambos se grafican en la Fig.

Jo? +a*

determinado por 20log{|h(w)|} = 201og{

63. %

Notese que el eje de la frecuencia esta dividido en décadas y se puede apreciar que el sistema dado por
h(s) = 1/s (Fig. 6.3) tiene una magnitud tal que cae 20 dB por cada década.

A . Sistemas de Primer Orden

En el caso de tener un sistema con una F.de T. dada por h(s) = 1/(s + @), para una entrada sinusoidal
u(t) = Asin(mt) se encontrd que la salida es,

1 .
y(t) = A%e‘at + A=———sin {mt —tan™' 9}.
a +m Eiz + 0)2 a

transiente estacionaria

Analizando el médulo y la fase de la respuesta estacionaria del sistema se tiene que,

40 0
-30
20 =60
=l
£ g =90
a) @ 0 £
< -120
-0 150
-180
=40 ~210
0.01 0.1 1 10 100 0.01 0.1 1 10 100
0 120
90
60
= 30
B=1 g
b) & =20 — g o
= -30 \
-60 \
-40 -120
0.1 1 10 100 110° 0.1 1 10 100 1-10°

Fig. 6.3 D. de B. de; a) 1/s, b) 1/(s +a) cona = 10..

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.




Apuntes: 543 214 115

1)  si la sefial de entrada es de baja frecuencia, ® << a, la salida se atenta en -20log{a}dB y se
retrasa en 0°,

i1)  si la sefial de entrada es de alta frecuencia, ® >> a, la salida se atenua en -20log{®}dB y se
retrasa en 90°,

iii) si la sefial de entrada es de frecuencia = a, la salida se atenia en 20log{1/(a\2)}dB que es igual
a-20log{a} - 10log{2} dB =-20log{a} —3.01 dB y se retrasa en 45°.

El analisis anterior también puede derivarse del D. de B. del sistema, que se encuentra en la Fig. 6.3,
para a = 10 (n6tese que a es el polo del sistema). Es decir, teniendo el D. de B. de un sistema se puede
predecir la atenuacion/amplificacion y/o el retraso/adelanto que se producird a la salida de un S.L.I.
para una entrada sinusoidal en S.S.. Asimismo, dado que una sefial periddica es la suma de un conjunto
de sinusoidales, con la ayuda del D. de B. se podra predecir la salida para sefiales periddicas generales.
Notese también que el sistema tiene una magnitud que cae 20 dB por década a partir de frecuencias
superiores a a, lo que es idéntico al caso de la F. de T. dada por h(s) = 1/s. Esto se fundamenta en que
la F. de T. dada por h(s) = 1/(s + @) tiene una T.F. dada por h(w) = 1/(jo + a), por lo que para valores
muy grandes de o, el nlimero complejo jo + a tiende a jo por lo que h(®) tiende mas bien a 1/jm, que
corresponde a la T.F. de la F. de T. dada por h(s) = 1/s.

Ejemplo 6.3. Dibujar el D. de B. para la F. de T. h(s) = ;, en este caso h(w) = ;, por lo que |h(w)| =
s(s+a) jo(jo+a)

-90° - tan'{w/a}. Asi el médulo del D. de B. esta dado por 20log{|h(w)|}

1
h = — h =
e e ¥ )

ZOIOg{ } = -20log{w} - 10log(®’ +a”). El(la) modulo(fase) del D. de B. resultante es sin duda la suma de

1
ovo’ +a°

los(las) modulos(fases) ilustrados en la Fig. 6.3. &

El ejemplo anterior deja en evidencia que el D. de B de una F. de T. puede dibujarse por parte. Es decir,
para cada polo y luego para cada cero, el D. de B. resultante es simplemente la suma de cada uno de
ellos.

B . Sistemas de Segundo Orden

El desafio es dibujar el D. de B. de un sistema de segundo orden, cuyo polinomio caracteristico no
puede reducirse al producto de dos raices reales. En este caso la F. de T. a considerar es,

2
n

s +28m S+

Q)

h(s)=k

Si € >1, el factor cuadratico se puede expresar como el producto de dos factores de primer orden con
polos reales y se utilizan las reglas de construccion anteriores. Si este parametro toma valores 0 <& <1,
el factor cuadratico no se puede reducir y se procede como explicado a continuacién. Al dividir la

expresion por ; , se obtiene,

1

h(s)=k 5 .
(s/o,)" +2&(s/m,)+1

PorloquesuT.deF.es,
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1 1
=k .
(jo/w,) +2&(jo/o)+1  1-(o/o,) + j2&(w/w,)

h(w)=k

El médulo del D. de B. resulta ser,
|

Ja=(0/0,) ) +4e3(0/o,)*

h(w)| =k
y la fase del D. de B. es,

arg {h(w)} = —tan™' {M} .

1-(0/o,)’

El D. de B. para varias combinaciones de pardmetros se muestran en la Fig. 6.4, todos los cuales tienen
una ganancia fija para bajas frecuencias y caen en 40 dB por década para altas frecuencias, siendo esta
frecuencia umbral a en el sistema de primer orden (su polo) y wy en el sistema de segundo orden (su
frecuencia natural de oscilacion).

Ejemplo 6.4. Para el sistema mostrado en la Fig. 6.5(a), obtenga el D. de B. de sus F. de T.. R.: El modelo indica que la

£=02,05,15 £=02,05,15
20 0%::\\
N
e )
/7 \
T\ =60 \‘\ \\
0 N &,
= N
£ Bt 9 S0
2 & N
s \§ -120 ~
=20 \§ -150 \\\ \
\ \\-
\ S
40 N =210
0.1 1 10 0.1 1 10
k=0.1,0.2, 1.0 k=0.1,02, 1.0
20
|1 N O\ﬁl‘t\\\ 1]
=30 R \
//’. \\ \\
1 ~60 N
5 0 i N
’
‘2 // o =90 — 1NN
) — k:
s e =120 \
=20 I -150 \ \\
N~
\ -180 | —
L L | \ L
400 1 10 21007 1 10
@n =04, 1.0, 2.0 @n=0.4, 1.0, 2.0
20 0 s ~
Sy -
‘ ‘ =30 A \\ ™ |
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: \ \ e I
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= \\ \ =120 I \ I
=20 ANEEAN \ \ \
\ \ =150 N \ \
AN N . N
3 S, Y B
i NN L |
N
- ~210
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Fig. 6.4 D. de B. de un sistema de segundo orden estandar.
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k 1 - s+
relacién para la velocidad es, o(s)=—" V,(8)+— t (s ara la
P ©=30 TR o k2 +dR R R k;+dR'()yp
ST+ —+— s+ ST+ —+—|[S+
L J J,L L J JL
d
S+—
. . 1 | K., 1
corriente es, 1,(S) =— S V,(8)+— > t,(s).
L, |R d k; +dR JL, |R d k; +dR
ST+ —+— S+ ST+ —+— S+
L J JL L J JL

En resumen, se pueden distinguir cuatro F. de T.s, de acuerdo a ®(S) = hya(S)Va(S) + huu(S)t(S), 1a(S) = hiava(S)Va(s) +
hian(S)ti(S). Asi el cero asociado a hgy(S) estd dado por —R/L = -24 y el asociado hjq(S) esta dado por —d/J = -0.593. Los
. R k +dR
polos son tinicos y estan dados por las raices de s° + {— + i} S+ mJ+L
| |

, que resultan ser -3.151 y -21.442.

+Va- -Vit %)

SImIL

o carga
maquina cc
20 90
o 0 ———
‘-.\\ \\
\ N
= =90 ™
2 \ 2 N
b) 5 —20 il & ™
b N\ ~180
" I ‘
\ -270
=60 3 =360 3
1 1 10 100 1.10 0.1 1 10 100 1-10
20 90
\L\ﬂ 0
0 | I Il
E \\ -90
2 ™\ 2
) & 20 ™ g
= \\ -180 S
\\ \\\
—40 .
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Fig. 6.5 D. de B. de las F. de T. de la maquina c.c.; a) esquema, b) hyya(S), hiau(S), €) huu(S), d) iava(s).
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El D. de B,, Fig. 6.5, de h,(S) indica que frecuencias existentes en v, mayores a 10 rad/s no tienen mayor efecto en w, el D.
de B. de h,y(s) indica un comportamiento de primer orden y el D. de B. de hiaa(S) indica una resonancia en 10 rad/s. &

En los D. de B. anteriores es posible apreciar que los comportamientos asintdticos son féciles de
distinguir. Por ejemplo, sistemas de primer orden caen en 20 dB y los de segundo en 40 dB, después de
la frecuencia caracteristica de éstos. Este comportamiento asintdtico se puede generalizar como
descrito a continuacion, lo que permite construir un D. de B. aproximado pero en forma rapida, que es
conocido como el D. de B. Asintotico.

6.3 Diagrama de Bode Asintético

En general una década antes y una después de la frecuencia del polo se pueden utilizar los valores
asintdticos. A continuacion, se enuncian las reglas para la construccion del D. de B. asintdtico para
sistemas minimos de fase. Para la introduccion de reglas de construccion se definen los sistemas tipo N.

Def.: Se definen los sistemas Tipo N como aquellos que tienen un polo de orden N en el origen y
sistemas de Tipo -N a aquellos que tienen un cero de orden N en el origen.

A . Parteinicial del D. de B.

Sistema Tipo 0. Por ejemplo, h(s) = 1 ]
S+a

- el moédulo es 20log{h(0)} dB que es una recta horizontal,
- la fase es 0° que es una recta horizontal.

Sistema Tipo N. Por ejemplo, h(s) = LN,
S

- el modulo es -20N dB/dec que es una recta con pendiente negativa,
- la fase es -90°N que es una recta horizontal.

Sistema Tipo -N. Por ejemplo, h(s)=s",
- el modulo es 20N dB/dec que es una recta con pendiente positiva,
- la fase es 90°N que es una recta horizontal.

B . Modificacion en polos y ceros a medida que ® aumenta
1
(s+a)’’

- el moédulo baja en 20r dB/dec a partir de ® = a,
- la fase baja en 90°r a partir de ® = a.

Un polo de orden r. Por ejemplo, h(s) =

Un cero de orden r. Por ejemplo, h(s)=(s+a)’,

- el moédulo sube en 20r dB/dec a partir de ® = a,
- la fase sube en 90°r a partir de ® = a.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.




Apuntes: 543 214 119

C. Polosy ceros complejos

1
(s/®,) +2&(s/m )+1’

- el modulo baja en 40 dB/dec a partir de ® = wp,
- la fase baja en 180° a partir de @ = .

Un polo complejo. Por ejemplo, h(s) =

Un cero complejo. Por ejemplo, h(s)=(s/®,)* +2&(s/w,)+1,

- el modulo sube en 40 dB/dec a partir de ® = wp,
- la fase sube en 180° a partir de ® = .

D. Correccion ala magnitud

El D. de B. asint6tico hasta aqui descrito resulta en rectas bien definidas. Sin embargo, se sabe que las
curvas son suaves. Una forma de corregirlo es mejorando la aproximacién en las frecuencias de los
polos y/o ceros . En efecto, si hay un polo(cero) de orden r en una frecuencia wp, en esta frecuencia se
agregan -3r(3r) dB a la curva de magnitud.

Ejemplo 6.5. Dibujar el D. de B. de (a) h(s) = ;10, parte inicial, sistema tipo 0, 20log{h(0)} = -20 dB, fase 0°;
S+

s+1 o,

modificacion, polo en ® = 10 de orden 1, cae con 20 dB/dec., fase cae a -90°; (b) h(s) = k 5 5
s+10 8" +2Ew, S+,

,conk =

10, o, = 1000, y & = 0.2. Dado que el polinomio cuadratico tiene 0 < § < 1 tiene raices complejas. Parte inicial, sistema tipo
0, 20log{h(0)} = 0 db, fase 0°; cero en ® = 1 de orden 1, magnitud sube con 20 dB/dec., fase sube 90°, polo en ® = 10 de
orden 1, magnitud cae con 20 dB/dec., fase cae 90°, polo imaginario en ® = 1000 de orden 1, magnitud cae con 40 dB/dec.,
fase cae 180°. La Fig. 6.6 muestra el D. de B. asintotico y el exacto. (¢) h(s) = 1/(s - 10), este es un caso de fase no minima y
por lo tanto no se pueden aplicar las reglas para un D. de B. asintotico. &

Ejemplo 6.6. Para el motor c.c. Fig. 6.5(a), dibujar el D. de B. asintotico de sus F. de T.. R.: Los D. de B. son dibujados

d
1 Ty,
computacionalmente. Para facilitar el dibujo se toma una F. de T. como h_,(S)=— ' y se escribe
L, |[R d k2 +dR
ST+ —+— s+
L J JL

como h_ (S)= sy
(s+p)(s+p,)

: ava , luego se dibuja el D. de B. asintdtico de cada componente de hiq,(S). El resultado se

40 120
80
40 /'/—\‘
L 20 = .
<§ Q
o 2 40 N
s
0 ] =80
-120
~160
—20 B 4 —200 B 4
0.1 1 10 100 1-10 1-10 0.1 1 10 100 1-10 1-10
2
S+1 [0)

Fig. 6.6 D. de B. asintotico y exacto de k L con k=10, ®,= 1000,y £=0.2.

s+108* + 20,5+

n
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muestra en Fig. 6.7. &%

6.4 Sistemas con Retardo

El retardo tiene el comportamiento equivalente a un sistema de fase no-minima, aportando un retraso
excesivo a altas frecuencias. La T.L. de un retardo tq es,

e,
por lo que la T.F. es,
e =e % = cos(omt, ) — jsin(ot,).
Por lo tanto, el modulo es unitario y la fase,

.. in(mt
arg{cos(ot,)— jsin(ot,)} = tan™' _sin(@ty) {_ -0t .

cos(mt,) -

Por consiguiente, el retardo en un sistema sélo altera la caracteristica de fase de su D. de B..

’ ‘ ‘ H ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ g ‘ ‘ ‘ ‘H ‘
0 —
0 RS T~
ik \\\
™
2 =90
g 2 ™
a) 5 20 ks o
= \\ -180
40 \
\N -270
-60 ‘ ‘ =360
0.1 1 10 100 1.10° 0.1 1 10 100 1.10°
20 ‘ ‘ ‘ 90
T
0
0 "‘\
= —
‘.::s \\ ) 920
b) & —20 b\ g
s \ -180 —
N ™
™,
-40 ™N ey
-270 ‘ ‘
-60 3 ~360 3
0.1 1 10 100 1.10 0.1 1 10 100 1-10
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0 ,_..-/J" J' T [N
0 -
/ dill "\.\‘ \\\
2 7 N -90 b
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N -
= N 180
-40
-270
-60 ‘ ‘ H ‘ ‘ H ‘ ‘ ‘ 360 ‘ ‘ ‘ H
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Fig. 6.7 D. de B. exactos y asint6ticos de las F. de T. de la maquina c.c.; a) hyya(S), hiau(S), b) (), €) hiava(s).
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. oo I s . ,
Ejemplo 6.7. Dibujar el D. de B. de h(s) = —106 4*  para varios valores de t;. En este caso el modulo se puede obtener
S+

como; parte inicial, sistema tipo 0, 20log{h(0)} = -20 dB, fase 0°; modificacion, polo en ® = 10 de orden 1, cae con 20
dB/dec., la fase cae a -90°; modificacion por retardo, la fase cae en wty. La Fig. 6.8 muestra el D. de B. exacto para varios
retardos. Consecuentemente, solo la fase es afectada. &

6.5 Sistemas de Fase No-Minima

Los sistemas de fase no minima son los que tienen ceros y/o polos en el S.P.D.. Para estos casos el D.
de B. también representa una alternativa de analisis en el dominio de la frecuencia. Lamentablemente,
se encuentra que distintos sistemas tienen igual mddulo en el D. de B. y por lo tanto esta informacion
es insuficiente para su analisis y por lo tanto debe utilizarse la informacion contenida en la fase.

La evaluacion de la fase de sistemas de fase no-minima por medio de softwares tradicionales debe
realizarse cuidadosamente, puesto que pueden utilizar funciones trigonométricas con argumentos
principales, lo que puede incurrir en errores. Por ejemplo, la evaluacion de la fase de 1 -jy de -1 +jes
tan™'{-1/1} y tan™ {1/-1}, respectivamente, y resuelta ser en ambos casos -45° si se utiliza la funcién

ty=10.0,0.007, 0.015

2 || BRI | % \ BRI I
[ 0 o
0 =30 | \\ i
= o ~60 [ \\ T
& 20 T g N
. TS | N
\ \\\
-0l 1™ —120 i
\

~150 \

LT T N 48 IRALI1 NIRRT

0.1 1 10 100 0.1 1 10 100

Fig. 6.8 D. de B. exacto de g™, para varios valores de tg.
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Fig. 6.9 D. de B. de sistemas no-minimos de fase; a) 1/(s + 10), b) 1/(s - 10).
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tan™ {} s6lo con argumento principal. Sin embargo, -1 + j se encuentra en el segundo cuadrante y por
lo tanto su fase es -225° 6 135°, segin la convencion de medicion de angulos, pero no es -45° (en este
curso se prefiere 135°). En general, se miden en sentido antihorario(horario) los angulos en el
primer(tercer) y segundo(cuarto) cuadrante.

Ejemplo 6.8. Dibujar el D. de B. de hy(s) = % y de hy(s) = % R.: Al tomar S = jo, se encuentra que hj(w) =
S+ S—

1 1 , 1 1
To110 y hy(w) o 10" Por lo tanto, los modulos son |h(w)| m m ,
Sin embargo, al tomar la fase de cada uno se tiene que arg{h;(®)} = 0 — tan™(©/10) = tan”(/10) y arg{h,(®)} =0 —
tan'(-0/10) = -tan™'(-w/10), las que son distintas. En particular, como jo - 10 esta en el segundo cuadrante, el 4ngulo esta
entre 90° (para m— ) y 180° (para m— 0), por lo que el angulo de 1/( jo - 10) estara entre -90° (para ®w— o) y -180° (para
©—> 0), lo que queda representado por arg{h,(®)} =-180° + tan™(w/10). Los resultados se encuentran en la Fig. 6.9. &

y |hy(w)| = los que son iguales.

Ejemplo 6.9. Para el elevador de tension mostrado en la Fig. 6.10(a), obtenga el D. de B. de sus F. de T.. R.: El modelo

promedio, linealizado y normalizado (con Ae, = Aele,, Ad, = Ad/d,, Av, = AVN, e Ai, = Ailiy) es
dA . —d dAi .
Y :—LAVn +LAIH+—°Adn, : =—B(l—d0)2Avn +E(l—d0)d0Adn+E(l—do)2Aen. Derivando la
dt RC RC RC(1-d,) dt L L L
. . . d’Av, 1 dAv, 1 dAi, -d, dAd, .
primera ecuacion se tiene, ———+ = +— , reemplazando la segunda ecuacion en este

-— +
dt® RC dt RC dt RC(1-d,) dt

2
d’av, ___1 dav, +L{—5(l—do)2mn +E(l—d0)d0Adn+E(l—d0)2Aen}+
d° RC dt RC| L L L

~d, dad,

resultado se tiene, —
RC(1-d,) dt

>

a)
+
e(t) Sw(t) T
- J
0
b) T T T w\ T T
AN
0 = A
1 =90
\\ , \
E E
2 0l \,, \
\‘ 180 \
\\
g — i | il —ypp L L EH M
10 100 110° 110 10 100 1-10° 1-10*
) EE TTT 0 = \\ TT
. Y
sm -90
2 5
= -0 \ S
\ ~180
N B '\ o L LT i
10 100 1-10° 1-10% 10 100 1-10° 1-10*

Fig. 6.10 D. de B. de las F. de T. del elevador de tension; a) esquema, b) hyngn(S), €) Nynen(S).
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2 —
dav, L dAv, 1 g ay, o0 dAd +L(1—do)doAdn+é(l—do)2Aen.

ordenando se llega a > =
dt RC dt LC RC(1-d,) dt LC

—d
Tomando T.L. y Ae, = 0 se obtiene, {SZ+SL+L(l—dO)2}AVn = —‘JS+L(1—do)d0 Ad, . Definiendo,
RC LC RC(I-d,)  LC

N, d
mn:;(l—do), &z;c, y k,=——, la F. de T. entre la salida Av, y la entrada Ad, es
vLC 2RC(1-d,) 1-d

o

—2Ew,S + o,
2
n

Ah, .. (s)=k . Similarmente, se obtiene la F. de T. entre la salida Av, y la perturbacion Ae, que resulta ser

s’ + 28,5+

2
n

s +28m, S+ o]
j454.43. E1 D. de B., Fig. 6.10(a) de hy,n(S) indica que para altas frecuencias el sistema atentia con 20dB por década y no
con 40dB como esperado para un sistema de segundo orden. Esto se debe a la presencia del cero de fase no minima.
Similarmente, para altas frecuencias la fase tiende a -270° y no a -180° como esperado para sistemas de segundo orden.
Contrariamente, el D. de B. de hynen(S) tiene un comportamiento regular por cuanto es una F. de T. de fase minima. La
caracteristica de fase no minima es perjudicial a la hora de controlar estos sistemas, esto se analizara en los cursos
venideros. &

,

Ahvnen (S) =

. Los polos son tinicos y estén dados por las raices de s* +2Ewm, S+ ], que resultan ser -208 +

Ejemplo 6.10. Para el elevador de tensiéon mostrado en la Fig. 6.10(a) y utilizando los D. de B. del ejemplo anterior
determine la salida en s.s. para la entrada Au(t) = Ad,(t) = 0.2[sin(2xf,t) + 1/5sin(5-2xnf,t - 7) + 1/7sin(7-2xf,t - )], con f, =
25 Hz. R.: Dado que la entrada es una sumatoria de sinusoidales, se puede emplear el D. de B. del sistema. A partir de éste
se obtiene para cada frecuencia la amplificacion y el desfase. Asi, para la frecuencia 2nf, se obtiene una amplificacion de
Av; = 1.101 y un desfase de Ap; = -30.868°, para la frecuencia 5-2xnf, se obtiene una amplificacién de Avs = 0.838 y un
desfase de Ads = -190.888°, y para la frecuencia 7-2xf, se obtiene una amplificacion de Av, = 0.491 y un desfase de Ap; = -
215.845°. Por lo tanto la salida es, Ayy(t) = Avy(t) = 0.2[Avisin2nfot + Ad)) + Avs1/5sin(5-2znft - 1 + Ads) +
Av;1/7sin(7-2mtfot - © + Ad)]. Si bien determinar en forma exacta desde un D. de B. la amplificacion y fase es dificil, éste da

0.5 a) T T T T T T
r.-//\:s\ Ainmr/}l\
0
/ VAV”‘“ V
| | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.1

0.5 T T T T T T T T T

I A N

1 1 1 | 1 1 1 | 1
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09

0.5

Fig. 6.11 Respuesta en s.s. para entrada compuesta por sinusoidales del elevador de tension; a) voltaje y corriente
simuladas, b) entrada, ¢) voltaje calculado y simulado.
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una buena estimacion de las caracteristicas en frecuencia de un sistema. En particular si es un pasa bajos, pasa banda, pasa
altos, etc. &%

6.6 Diagrama de Bode de Sistemas Tiempo Discreto

Hasta ahora el andlisis en frecuencia ha sido orientado a sistemas tiempo continuo. Ahora se revisara el
caso de sistemas tiempo discreto, Fig. 6.12. La salida de estos sistemas puede expresarse como la
convolucién entre la entrada y la respuesta a impulso de éste. Asi, para una entrada arbitraria se tiene
que,

Y(KT)=h(kT)*u(kT) = z h(iT)u(kT —iT),
donde h(KT) es la respuesta impulso del S.L.I. tiempo discreto. Considerando la entrada como u(kT) =
e’ que corresponde a la base de generacion de sefiales periddicas, en particular sinusoidales, se
tiene,

y(kT) = z h(iT)eiotT=m) — z h(iT )T I _ o Z h(iT)e 7 |

i=—00 j=—0 j=—o0

donde el término sumatoria corresponde a la T.F.T.D. de la respuesta a impulso del sistema; es decir,

h(Q) = i h(iT)e T,

luego, la sefial de salida queda como,
y(KT) = h(Q)e™ ™",

donde se ve claramente que la sefial periodica de entrada, e**" | se ve reflejada en la salida como una
sefal de igual frecuencia a la sefal de entrada, pero atenuada /amplificada y adelantada/retrasada en el
factor h(QQ). Notese que h(QQ) es una propiedad del sistema y es un niumero complejo, el cual se puede
representar en un plano complejo o en mddulo y dngulo. Recordar que para obtener la T.F.T.D. de una
sefial discreta se puede reemplazar z por e'" en su T. Z. Es importante notar que la funcion e'" es

periodica de periodo 2nt/T. Esta caracteristica se debiera observar en el D. de B. de estos sistemas.

El D. de B. de sistemas tiempo discreto es también el grafico del mddulo, en dB, y la fase, en grados,
de una F. de T. con z = " en funcion de la frecuencia en base logaritmica. Sin embargo, como se
ilustrard con un ejemplo, los D. de B. de sistemas discretos quedan mejor graficados al utilizar una
escala de frecuencia lineal. Notar que el D. de B. depende de Q2 y de T, que es el periodo de muestreo,
el cual se considera constante durante el analisis.

. . b .
Ejemplo 6.11. Dibujar el D. de B. de h(z) = —2—, para varios valores de T. En este caso, la T.F.T.D. queda como h(Q) =
Z+a

0

u(kT) y(kT)
o o o o h(kT) -'-

Fig. 6.12 Sistema S.L.I. tiempo discreto.
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bO . . . . bO r r
o , por lo que al considerar la identidad de Euler se tiene que, h(Q)) = — . Asi, el modulo es,
e +a, cos(QT) + jsin(QT) +a,
lh(Q)| = by = by ,y la fase es arg{h(Q)} = —tan™' {LQT)} .La
J(Cos(QT)+2,)* +(sin(@QT))>  /1+2a, cos(QT)+a,’ cos(QT) +a,

Fig. 6.13 muestra la grafica para varios valores de T; donde por conveniencia se ha definido a, = -e'"" y by = 0.1(1 - &'%").

Es importante destacar que el uso de escalas lineales es mas ilustrativo en estos casos; por ejemplo, la periodicidad del D. de
B. es mas evidente, Fig. 6.13(c). %

Ejemplo 6.12. Dibujar el D. de B. del equivalente discreto del motor c.c. ilustrado en la Fig. 6.5(a). R.: El modelo

. . X, -R/L =k, /L | X 1/L 0 X,
continuocon X; =l yX;=wes | . |= + v, + t, o= [0 1]
X, K,/J, —d/J, || x 0 -1/, X

2
, -0.058 -0.295 0.574 0.615
T = 0.25, estd dado por A= , b= , y e=
— 10109 0.518 - 10.615 - | -1413
i, (KT +T) —0.058 —0.295 || i,(KT) . 0.574 v (KT)+ 0.615 £ (KT) ! @ = hon@Va(@) + huDHE)
= or lo que ®(z) = h, o ,
okT+T)| | 0100 0518 || w(kT)| |0.615] " _1413] ) por A vl £V wen
12(2) = hiava(Z)Va(2) + higa(D)t(2). E1 D. de B. de h.y(2) ilustrado en la Fig. 6.14, para dos frecuencias de muestreo, indica que
su validez es a lo mas la mitad de frecuencia de muestreo (7/T). &

} y el discreto para t =

}, lo que resulta en el modelo

0 TTTTIM [T J ~H T | M
T
- =30 \ A
2 o
a) B -0 = g
- \\ 1
N ~60
40 | | | 2 00 | L |
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
O T 1T [l T 0%\\ T 1T [T
™,
- =30 ]
k= o
b) éﬂ 20 I\ &
- 1]
~40 L | L 90 | IR L
0.1 1 10 100 0.1 1 10 100
0.12 ‘ 0 ‘ ‘
009\ JAAN SN \ \
o \/ \/ \_ —30
2 o
£ Z
) & 0.06 =
= 2T 4T
-60 |
0.03|
0 | =90 | |
0 20 40 60 80 0 20 40 60 80

b
Fig. 6.13D. de B.de h(z) = ——, ap=-¢"'Ty by =0.1(1 - €'°T); a) T=0.02, b) T=0.2, ¢) T = 0.2 con escalas lineales.
Z+a

0
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6.7 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- Dibuje el D. de B. asint6tico de las F. de T. siguientes.

10 S+1
(a) h(S)=S+10 (b) h(S)=10er10
s—1 S+1
© h(s)=100 @ "= D10
s+0.1)(s-1 10 o4
© hie=Ere=D O he)=—e”
10 1 0.1  s+100
h(s) = h) h(s)=
& N S+10s*+0.25+1 ®) 1) S+10s°+0.25+1
: 1 . s
(1) h(S)=S—2 G h(s)= S11)
2.- Dibuje el D. de B. de las F. de T. de las siguientes ecuaciones.
dy(t dy(t
@ X eym-u & 2y -uw 10
dy(t du(t dy(t du(t
©) %+5y(t)=% (d) %+2y(t)=%+10u(t)
dy(t dy(t du(t
© d¥2()+3y(t):u(t—l) ) %uy(t):d—i)ﬂw(t—l)
(g YKT+T)+a,ykT)=0 (h)  y(kT +T)+0.5y(kT) =u(kT)
2T T T T 2 T T L
0 N ,\ 0 | ~ T*”(. L
< \\ < \\
2 M = N
a) 5 —20 N 5 -20
2 NG 2
-40 | ™ -40 |— i
0 2 1 A 1 Y W R0 AR
0.1 1 10 100 1-10 0.1 1 10 100 1-10
O YT T T 2T 1 T T
of Nl o ——"] ™ </\J{N
b :é \\” l).l E \\\\
) B 20 X 5 20| i
s \\ s
-40 ™ -40
P 2 11 1 o 1) o A 1 L LI
0.1 1 10 100 1-10 0.1 1 10 100 1-10

Fig. 6.14 D. de B. de las F. de T. continuas (lineas rojas) y discretas (lineas azules) de la maquina c.c.; a) hy(2) y hiaa(z) con
T=0.25, b) hyu(2) y hiava(z) con T =0.025.
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(1)
(k)
4.-

(a)

(b)

(©)

(d)

Y(KT +T)+1.5y(kT) =u(kT) G) YT +2T)+1.5y(kT)=u(kT)
Y(KT +2T)+1.5y(KT)=5u(kT +T) D y(KT +2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T)+u(kT)
Dibuje el D. de B. de las F. de T. de las siguientes ecuaciones.
-4 1 1

x(t) = E _3} x(t)+ {2} u(t), y@)=[4 10]x(t)
x(t) = X 1} x(t)+ [ 1} uct), y)=[0 1]x(t)+u(t)

12 3 0
_ -4 2 10
x(t) = | _3} x(t) +{ 4 }u(t), yt)=[1 2]x(t)+u(t)

x(kT+T)={_14 _23}x(kT)+mu(kT), y(kT)=[1 2]x(kT)

F v ¢ h »
B @:sensordenivel "f ------
A :
F, i d u )
a) /\- P b) E Xa(t)
'hz -‘h3 E __?__
A, As E E
el

Fig. 6.15 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,

e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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(e)

®

x(kT+T):{_O4 _13}x(kT)+{ﬂu(kT), y(KT)=[1 0]x(kT)
x(kT+T){_°4 _13}x(kT)+ﬁ}U(kT), yKT)=[1 OJx(KT)+u(KT)

Nivel intermedio.

Dibuje el D. de B. de todas y cada una de las F. de T. de los sistemas ilustrados en la Fig. 6.15.
Para los sistemas no lineales utilice la linealizacion. Los parametros son como los utilizados en
los capitulos anteriores.

Dibuje el D. de B. de los sistemas discretos equivalentes de los ilustrados en la Fig. 6.15.
Compare este D. de B. con el D. de B. continuo.

Para la entrada arbitraria u(t) = 10-sin(270.01t) + 100-sin(2r0.1t) + 2-sin(2xt) + 5-sin(2n10t) +
50-sin(2w100t) + 0.1-sin(2m1kt) + 3-sin(2w10kt) + 80-sin(2w100kt) + 1.5-sin(2w1Mt), determine a
partir del D. de B. de la pregunta anterior la respuesta que debiera tenerse.

Simule los sistemas de la Fig. 6.15 y utilice la entrada anterior. Verifique con lo encontrado en la
pregunta anterior.

Nivel avanzado.

Un retardo en un sistema continuo se manifiesta como un retraso de fase en el D. de B. del
sistema. Explique como se manifiesta el retardo de un sistema discreto en su D. de B..

Indique un procedimiento para obtener la F. de T. que representa el comportamiento de un
sistema descrito por la F. de T. h(s) para altas frecuencias y para bajas frecuencias.

Utilizando los resultados anteriores, cudl seria la F. de T. que representa a altas y la F. de T. que

representa a bajas frecuencias a h(s) =k —-—-
3 H|:1(S +P)

Determine las condiciones para que el polinomio caracteristico de un sistema continuo de
segundo orden tenga sus raices en el S.P.D. Repita para un sistema discreto, pero para que tenga
raices en el interior del circulo unitario.
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7 Estabilidad de Sistemas Lineales

El andlisis de sistemas normalmente pasa por el estudio de su estabilidad.
En particular cuando el hombre lo interviene, debe asegurar como minimo
gue su intervencion resultara en un sistema estable. Este capitulo introduce
los conceptos de estabilidad entrada-salida e interna, muestra ademas, su
extension a sistemas continuos y discretos que pueden estar representados
por su F. de T. y/o sus ecuaciones de estado. Mas aun, se muestran
metodologias matematicas para determinar la estabilidad de estos
sistemas. Se encuentra que en S.L.I. descritos por sus ecuaciones de
estado, la estabiidad depende exclusivamente de la matriz A; en
particular, de los valores propios de ésta.

7.1 Introduccion

El concepto de estabilidad dice relacion con las caracteristicas de los sistemas de mantener en el tiempo
sus variables de salida y/o estado acotadas, ante cambios acotados en las c.i. y/o entradas. Existen
varias formas de definir la estabilidad en sistemas, las cuales se describen a continuacion.

7.2 Estabilidad de Sistemas Continuos en Ecuaciones de Estado
Sea el modelo de un sistema no-lineal autonomo, es decir la funcion f no depende explicitamente del
tiempo,

x(t) =f(x(1)),

se definié en el Capitulo 2 el punto de equilibrio x, del sistema anterior como aquel que satisface la
siguiente condicion,

0=1(x,).

Def.: El punto de equilibrio x, es estable si para toda c.i. finita, ||xo|| < M, se cumple que:

||x(t) -X,[<0o.

Def.: El punto de equilibrio x, es asintéticamente estable si para toda c.i. finita, ||xo|| < M, se cumple
que:

—0.

i),

Si el sistema tiene entradas u(t),
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X(t) = f(x(t),u(t)), con x(0)=xy,

Se define el punto de equilibrio del sistema en funcion de un valor constante de estas variables de
entrada u(t) = u,, es decir,

0=1f(x,,u,),
esta funcion representa la caracteristicas estatica del sistema. En el caso lineal continuo,
x(t) = Ax(t)+ Bu(t), con x(0) = x,,
los puntos de equilibrios para una entrada constante u(t) = u, estdn dados por
0=Ax, +Bu,_,

y si la entrada es nula (u, = 0), el punto de equilibrio es x, = 0 y es Uinico mientras A sea invertible. En
este sentido, cuando se habla de estabilidad del sistema lineal se refiere a la estabilidad del punto de
equilibrio del sistema, y esta caracteristica depende de la matriz A. En efecto, la evolucion del sistema
para una entrada constante esta dada por:

x(t) = Ax(t)+Bu,, con x(0)= X,

y para considerar tan s6lo la evolucidn en torno al punto de equilibrio x,, se puede restar a ambos lados
de la ecuacion anterior la cantidad Ax, + Bu,, puesto que es cero. De esta forma la ecuacion queda

dx(t)  d(x(t)-x,)
dt dt

x(t) = = Ax(t) + Bu, — (Ax, + Bu,), conx(0) - X, = Xy - X,,

por lo tanto,

d(x(®)-x,)
dt

y definiendo el error X(t) =x(t) —x_, la ecuacion anteriormente se puede escribir como,

= A(x(t)— Ax,), con x(0) - X, = X - Xo,

X(t)= AX(t), con %(0) =Xg - X,,

de la cual se puede ver claramente que la estabilidad para cualesquier punto de equilibrio depende de
la matriz A. En este sentido, si los valores propios de la matriz A tienen parte real negativa. Es decir,
que los valores propios se encuentren en el S.P.I. del plano complejo, el sistema serd asintéticamente
estable. En cambio, si alguno de sus valores propios tiene parte real igual a cero el sistema sera tan s6lo
estable. Esta estabilidad también se conoce como estabilidad interna.

7.3 Estabilidad Entrada-Salida en Sistemas Tiempo Continuo

Sea la siguiente definicion,

Def.: Un S.L.I. es estable en el sentido entrada-salida si toda entrada acotada produce una salida
acotada.

También se dice que el sistema es BIBO estable (Bounded Input Bounded Output). En términos de la
F. de T. esto significa que si,

y® =] ut-oh(dt.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.




Apuntes: 543 214 131

y considerando,
luit—1)|<U <o,

entonces,
ly®<U[” |h(¥)|dr,
luego, para que el sistema sea BIBO estable, se debe cumplir,
["Ih@dt<M <e,

donde h(t) es la respuesta del sistema para entrada impulso. Es decir, la integral del valor absoluto de la
respuesta a impulso debe converger.

A . Relacion entre los polos de un sistemay su estabilidad

Para entender la relacion que existe entre los polos de un sistema y su estabilidad, consideremos un
sistema SISO en el espacio de estados. Esto es

x(t) = Ax(t)+bu(t), y(t)=cx(t)+du(t),
considerando la respuesta impulso; es decir y(t) = h(t) cuando u(t) = 3(t) con c.i. nulas,

x()= [N bd(e)dr=eNb. h(t)=ceb+da(t).

Por lo tanto, para que la integral del valor absoluto de la respuesta a impulso converga, el factor ce*'b
debe converger. Si A es diagonal, es decir,

A 0 0
0 A, 0

A= : ,
0 0 A

se cumple que los elementos de la diagonal (los autovalores) corresponden a los valores propios del
sistema puesto que también son las raices del polinomio det{AI - A} = 0. Para este sistema, la matriz de
transicion e*' tiene la forma

et 0 0
ot 0 e 0
0 0 gl

de lo anterior se puede ver que para garantizar la estabilidad de entrada/salida (BIBO) del sistema, es
suficiente que los valores propios cumplan con,

R{x1<0,Vi=1,2,..n,

. . . , . At . ,
es decir, que el sistema sea internamente estable. Asi se garantiza que € converge. Sin embargo, solo
es necesario que la expresion ce*'b converga y no toda la expresion e*. Para determinar las
. . . At

implicancias de esto se toma la T.L. a ¢c€™'b que resulta en,
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L{ce™b} =c(sI-A)'b=n(s)/d(s),

se observa que las raices de d(S) - que son también los polos del sistema - deben estar en el S.P.I.. O
bien, los polos del sistema, los A que quedan en la expresion ce*'b y que son un subconjunto de los, A;,
i=1,...,n, deben cumplir con,

R{A}<0,VI=1,2,.. kconk<n.

Para determinar la estabilidad entonces, se debe inspeccionar la ubicacion de los polos de ¢(sI - A)™'b.
En particular, su ubicaciéon en el plano complejo. Afortunadamente, si los polos estdn dados por las

raices del polinomio d(s)=5s" +a,S"" +---+as+ao, existe un método que permite determinar la
ubicacion de éstas mediante la inspeccion de los coeficientes ay, aj,... , an.

Ejemplo 7.1. Estudiar la estabilidad térmica de una habitacién como ilustrada en la Fig. 7.1. R.: Al asumir que el flujo de
dat, 1

calor es del exterior al interior, es decir, T, > T, > T; se obtuvo que, C, Y = E(T n—L) Yy
1
at, 1 1 . . . .
m = R—(T0 -T.) —E(Tm —T,) . Definiendo, X; = Tj, X, = T, p = T, (n6tese que no hay entradas manipulables y solo la
2 1
1 1
- P 0
. : . CR CR e
perturbacion es entrada) el sistema queda definido por A = . ) ot e=| 1 |.La estabilidad interna
CZ RZ

C2 Rl i C2 RZ B C2 Rl
queda dada por la ubicaciéon de los valores propios de la matriz A. Al evaluar simbdlicamente el escalar det{AI - A}, se
R,C,+R C, +R,C, }m R +2R,

R] RZCICZ Rlz RZCICZ
ejemplo, el criterio de estabilidad a revisar a continuacion indicara que siempre estan en el S.P.I. Una alternativa de estudiar
la estabilidad entrada/salida es observando la F. de T. considerando a la temperatura de la habitacion como salida y a la

obtiene, A’ +{ . Si bien no es evidente donde estan ubicados los valores propios de este

temperatura ambiente como entrada, en este caso c¢=(1 0) y por lo tanto hrio(s) = eI — A)'e =
! ! , cuyos polos son también los valores propios del sistema y por lo tanto
R R,CC, 4 R,C, +R C, +R,C, - R +2R,
Rl RZCIC2 Rl2 R2C]C2

el sistema es siempre estable. Notese que el hecho de tener valores propios estables (estabilidad interna) asegura la
estabilidad entrada/salida. «

Ejemplo 7.2. En el estanque de la Fig. 7.2 se definen las variables de estado AX; = Ah, Ax, = ACs, Au = Af,, Ap; = Af, y Ap,

C
C1 Ti Tm To
y =2ax
R] R2
@:sensorde )
fs Cs
Fig. 7.1 Modelo de una habitacion simplificado. Fig. 7.2 Estanque diluidor.
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a’gk, 0 a’
2%} A gX X
= ACy, por lo que el modelo linealizado queda descrito por A = 1oV o , b= ];
O 3a2(p10 +uo) _3a X20
X130 X130
a.2
= 0
E= %o donde el punto de operacion estd dado por las ecuaciones, f_+f_ —Kk ./gh, =0 y
3a2(p20_X20) 3a’ Pio ’ o ® ' ’
X; X;

10 10

fuoCimo — TmoCso — Ta0Co =0 . Analice la estabilidad. R.: En este caso los valores propios estan dados simplemente por

2 k 2
_ agv y por _3a (p1§+uo)

2)(120 ' gxlo X10
. . a’ 1 . a’gk,
otro lado, la F. de T. considerando a la altura como salida es —-—————cuyo unico polo es ———=—
a ng 2Xlo V gXlo

2
2Xl20 Y gx]o

X
s+
que en este caso los polos son un sub-conjunto de los valores propios del sistema. Esto ademads indica un comportamiento
dindmico de sistema de primer orden entre la altura y el flujo de entrada. &

que son siempre negativos lo que asegura la estabilidad interna y entrada/salida. Por

. Notese

B . Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

El criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz es un método para determinar cuando un sistema es estable
o no, basidndose en los coeficientes del polinomio caracteristico del sistema. Este método es
particularmente 1til en sistemas de orden superior debido a que no es necesario factorizar el

denominador de la F. de T.. Sea d(s)=S"+a,s"" +---+aiS+ay, la interrogante es ¢ puede
determinarse si habra una raiz en el S.P.D. si s6lo se observan los coeficientes a,_;, -+, ai, & ?.

Inspeccion Inicial. Sea el caso de d(s),
(S+PI)(S+ P2)(S+ Ps) =S +(Pi+ P2+ P3)S™ +(PrP2 + PiPs + PaPs)s + Pipaps,
de donde se puede observar que el caso general es,

d(s)=s" + (suma de todos los polos) s"'
+ (suma de los productos de a dos) s">

+ (suma de los productos de a tres) "
+ (producto de todos los polos).

Por lo que a,.; = suma de todos los polos, a,, = suma de los productos de a dos, ..., 8 = producto de
todos los polos. Por otro lado, se sabe que si p; A P2 A -+ A Pn, SON estables, entonces, Py AP2 A * * A
pn>0 lo que implica que todos los coeficientes de d(s); es decir, ani,-:-, &, son positivos y

distintos de cero. Es decir,

Si PrAP2A- - APR>0 = Si angAadnaA-- A3y > 0:caso estable.
Si ApiVanVv: - va<i = [ FIAVA S LAVARIAVA o < 0 :caso inestable.
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Ejemplo 7.3. Analizar la estabilidad del polinomio caracteristico (a) s* —3s+1 y (b) s> +0.55 +3.55+4. R.: El caso (a)
tiene a lo menos una raiz positiva: inestable, el caso (b) puede o no puede ser estable. &

Ejemplo 7.4. Analizar la estabilidad de levitador magnético ilustrado en la Fig. 7.3. R.: Definiendo AX; = Ai, AX; = AX, AX3

R
- 0 0
L
= dAx/dt = Av y Au = Ae se tiene la representacion lineal dada por A = 0 0 1|,
5 ki i k; i k-
ml-x,+a m(-x,+a*> m m

1
L

b=[0]|, ¢ = [0 1 0], d = 0. Notese que en el punto de operaciéon se cumple que —Ri,/L+u,/L=0 y
0

—g+kiz /[m(l, —x, +a)]+k(l,—x,)/m=0. Luego de algo de trabajo se obtiene la expresion de la F. de T. dada por

1 1 k; i, 1 ,» kK i;
AX(S) =K, — 5 Ae(s), donde Kp=2————, O = ———
§"+28w, s+, 1S+1 ml-x,+aR m m(, —x, +a)

d

k Kk i
m, [t
m m( -x +a)

dos dados por las raices de s° +2Ew, S+ w; . Nétese que los coeficientes de este polinomio son siempre positivos en tanto el

y T =L/R. LaF. de T. tiene tres polos, uno independiente del punto de operacion y los otros

&=

coeficiente ®. lo sea. Por otro lado, el escalar det{AI - A} se obtiene en forma simbdlica y resulta ser

d. 1 F R i o .
VA —A+—k——m {k+—}, donde, F, =k, ——=——. Claramente el polinomio cuadratico puede tener
m m | -x,+a L L -x,+a
. F . . L
raices en el SPI en la medida que k <—™— ., Esto se cumple siempre si kK = 0; es decir, si no hay un resorte en el

[ -x, +a
esquema. Notese que también puede cumplirse para valores pequefos de k; es decir, la eleccion del resorte es fundamental
para tener un sistema estable. Otra opcion es utilizar un sistema externo que manipule la tension de entrada e para conseguir
que el objeto, Fig. 7.3, quede siempre a la misma distancia. &

El criterio de Routh Hurwitz es necesario y suficiente para el andlisis de estabilidad. A partir del

/
q ——W— """
P R L+
T 0
P i(t) -

: > o
Y
y ! éa
Hy(t)
x. -
I !
IX(t)
d =k |
NS

Fig. 7.3 Levitador magnético.
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polinomio caracteristico d(s) =s" + a,;$"" +---+aS + a, se genera:

s" do1 =1 O =an2 Op3s =anas
"' S =an Sp=an: S =ans
s" | 8y 02 d23
s" | s O3 033
Sl 6n71,1 0 0
SO 6n1
O 0,y —0: 0 . .
en donde, 6; = e il A ;1=2,..,n; J=1,2,...El criterio establece que el nimero

8i—l,l

de raices de d(S) con parte real positiva es igual al nimero de cambios de signo en la primera columna
del arreglo (columna pivote). El andlisis se complica cuando hay ceros en la columna pivote.

Caso N°1: No hay ceros en la columna pivote.

s’ |1 a, | 0
. 1 a a, >
i)d(s)=s>+ais+ap,s' |a 0 ,b =—— ‘l=a, o
0 ala O a, >0
s'|b 0
Estos resultados confirman la estabilidad interna del sistémica térmico revisado en el Ejemplo 7.1.
3
sl a 1
) ' b =-—(a,-a,a) a, >0
s 3 2 STla, & a,
ii) d(s)=s"+a,s" +as+a,, , 0 0 i = a,a,>4q.
S
0 1 ¢, =——(,-0-baj)=a, a, >0
s"l¢c, 0O b,

Caso N°2: Ceros en la columna pivote con elementos distinto de cero en la fila en donde esta el
cero.

Se hace igual a € y luego se lleva al limite. Por ejemplo, d(s) =s’ +2s* +2s’ +4s* +11s +10

ST 2 11
s*12 4 10
sle 6 0
s>|c, 10 0
s'|d, 0 0
s110 0 O

4e—12 12
C, = = ——

1

€
6c, —10¢
Cl

€ . ) . o
, dos cambios de signo = inestable = dos raices inestables.

d, = —6
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Caso N°3: Ceros en la columna pivote con elementos iguales a cero en la fila en donde esta el
cero.

Este caso ocurre cuando hay simetrias en torno al origen: (S+ 6)(S—0c) 0 (S+ jo)(S—jm) se puede
utilizar un polinomio auxiliar. Por ejemplo, d(s) = s’ + 25> +4s +k

esestablesi 0<k<8 = k.=8.
Nota: Este método complementa la Regla N° 10 (encuentra k). Si k =8 la fila en s' se hace cero. Por lo

tanto, el polinomio auxiliar es generado con la fila de s* que es 25> + ks = 2s* +8 =2(s* +4), por lo
que,
d(s):2(s* +4)=5"+25" +4s+8:2(s* +4)=s/2+1
’ +4s
2s’ +8 :
02 +8
0

-S

por lo que d(s)=2(s*+4)(s/2+1)=(s* +4)(s+2)= marginalmente estable.

Caso N°4:  Raices repetidas en el eje imaginario.

En este caso aparecen varias filas idénticas a cero. Por ejemplo,

d(s)=(s+1)(s+ j)(s=j)s+ j)(s—j)=s"+s*+25° +25* +5+1

2 1

2 1

e 0 <« filadeceros
1

0

b

<« fila de ceros

—_—n = M =

podria pensarse que es estable si € > 0, pero

sthst+ 287+ 1=(s*+ 1)
s?:st+1

multiple raices = inestable.
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Ejemplo 7.5. Analizar la estabilidad del sistema compuesto por la suspension del automovil, Fig. 7.4. R.: En este caso el
modelo en variables de estado para &; = X1, & = X, & = dxi/dt y & = dxo/dt, estd dado por x= Ax + bu + ep + y donde las

0 0 1 0 0 0 0
. 0 0 0 1 0 0 0
matrices son, A = , b= , e= y y= s
-k, /M k,/M -d/M d/M 1/M 0 kl,/M—g
ki/m —(k+k)/m d/m —d/m -1/m k,/m kl,/m+k,,/m-g

donde e es un vector asociado a la perturbacioén y, y v es un vector de constantes. El escalar det{AI - A} se obtiene en forma

simbodlica y resulta ser A*+d Mim,s ., M +km+k M A+ dk, A+ ik, . Afortunadamente, es posible obtener la
Mm Mm Mm
¢ | K,M+km+kM  kk,
Mm Mm
$ q M +m dk, 0
Mm Mm
mk, (m+2M)+M?(k, +k k k
matriz auxiliar también en forma simbolica y resulta ser, S i€ ) (k +k) L= 0 .En
Mm Mm
s' k. Md 0
m mk, (m+2M)+M?>(k, +k,)
s’ kky 0 0
Mm

este caso es claro que la columna pivote no tiene cambios de signo en tanto las constantes sean todas positivas, lo cual es el
caso del sistema de suspension del automdvil. Por lo tanto, la estabilidad interna esta asegurada y por lo tanto la estabilidad
entrada/salida, cualesquiera sea la cantidad considerada como salida, también esta asegurada. &

7.4 Estabilidad de Sistemas Discretos en Ecuaciones de Estado

Al igual que en el caso continuo, se considera el modelo de un sistema no-lineal autonomo, es decir la
funcion f no depende explicitamente del tiempo,

x(KT +T) =f(x(kT)),
se definid en el Capitulo 2 el punto de equilibrio x, del sistema anterior como aquel que satisface la

siguiente condicion,

x, =f(x,),

Def.: El punto de equilibrio x, es estable si para toda c.i. finita, ||xo|| < M, se cumple que:

Fig. 7.4 Sistema mecanico: suspension activa.
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[x(kT)—x,[ <8.

Def.: El punto de equilibrio x, es asintéticamente estable si para toda c.i. finita, ||xo|| < M, se cumple
que:

—0.

lim [x(KT)-x,

Si el sistema tiene entradas u(kT),
xX(KT +T) =f(x(kT),u(kT)), con x(0)= xq,

se define el punto de equilibrio del sistema en funcién de un valor constante de estas variables de
entrada u(kT) = u,, es decir,

x, =f(x,,u,),
esta funcion representa la caracteristica estatica del sistema. En el caso lineal discreto,
x(KT +T) = Ax(kT)+Bu(kT), con x(0) = x,,
los puntos de equilibrios para una entrada constante u(kT) = u, estan dados por
x, = Ax, +Bu,,

y si la entrada es nula (u, = 0), el punto de equilibrio es x, = 0 y es Unico mientras (I — A) sea
invertible. En este sentido, cuando se habla de estabilidad del sistema lineal se refiere a la estabilidad
del punto de equilibrio del sistema, y esta caracteristica depende de la matriz A. En efecto, la evolucion
del sistema para una entrada constante esta dada por:

x(KT +T)=Ax(kT)+Bu,, con x(0)=x,,

y para considerar tan s6lo la evolucidn en torno al punto de equilibrio x,, se puede restar a ambos lados
de la ecuacion anterior la cantidad x, = Ax, + Bu,. De esta forma la ecuacion queda

x(KT +T)-x, = Ax(KT)+Bu, —(Ax, +Bu,), conx(0) - X, =Xg - X,,
por lo tanto,
x(KT +T)—-x, = A(x(KT)—-x,), conx(0) - X, =X - Xo,
y definiendo el error X(KT) = x(kT)—x, , la ecuacion anterior se puede escribir como,
X(KT +T)=AX(kT), con X(0) =Xy - Xo,

de la cual podemos ver claramente que la estabilidad para cualquier punto de equilibrio depende de la
matriz A. En este sentido, si los valores propios de la matriz A estan en el circulo unitario, el sistema
sera asintoticamente estable. En cambio si alguno de sus valores propios esta sobre el circulo unitario,
el sistema sera tan solo estable.

Ejemplo 7.6. Estudie la estabilidad del modelo de la Poblacién de Conejos, Fig. 7.5, dado por, y(KT +2T) — y(KT +T) —
Y(KT) = u(kT), con y(0) = 1, y(T) = 1 y con u(kT) = 0. R.: Al considerar x;(KT) = y(kT) y Xo(KT) = y(KT+T) se obtiene que una
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., . {xl(kT+T)} {0 1}?0@)} m [xl(kT)}
representacion en variables de estado es, = +| |u(kT), ykT)=[1 0] . El
X, (KT +T) 1 1] X, (KT) 1 X, (KT)

polinomio det{Al - A} =. &%

7.5 Estabilidad Entrada-Salida en Sistemas Tiempo Discreto

Al igual que en sistemas tiempo continuo, el concepto de estabilidad BIBO se aplica a los sistemas
tiempo discreto. En términos de la F. de T: esto significa que si,

y(kT) =D u(kT —iT)h(iT),
y considerando,
Ju(kT —iT)|<U <0,

entonces,

YKT) U Y [hdT)

|=—00

luego, para que el sistema sea BIBO estable, se debe cumplir,

i|h(iT)|<M<oo,

I=—00

donde h(iT) es la respuesta del sistema para entrada impulso. Es decir, la sumatoria del valor absoluto
de la respuesta a impulso debe converger.

A . Relacion entre los polos de un sistemay su estabilidad

Para entender la relacion que existe entre los polos de un sistema y su estabilidad, consideremos un
sistema SISO en el espacio de estados discreto. Esto es

x(KT+T) = Ax(KT)+bu(kT), y(KT)=cx(kT)+du(kT),

considerando la respuesta impulso; es decir y(kT) = h(kT) cuando u(kT) = 6(kT) con c.i. nulas,

k—1
x(KT) =Y A“"Ib3(jT)=A*"'b, h(kT) =cA*'b+d3(kT).

j=0

Por lo tanto, para que la sumatoria del valor absoluto de la respuesta a impulso converga, el factor dado

Pores de
conejos

Fig. 7.5 Poblacion de conejos.
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por cA“"p debe converger. Si A es diagonal, es decir,

A, 0 - 0
0 & - 0

A= . . . P
0O 0 - A

n

se cumple que los elementos de la diagonal (los autovalores) corresponden a los valores propios del
sistema puesto que también son las raices del polinomio det{AI - A} = 0. Para este sistema, la matriz de
transicion AX tiene la forma,

A0 0
Ak = 0 Af - 0
0 0 - Af

de lo anterior se puede ver que para garantizar la estabilidad de entrada/salida (BIBO) del sistema, es
suficiente que los valores propios cumplan con,

I <1,Vi=1,2,...,n,

. . . . , . k-1

es decir, que el sistema sea internamente estable. Sin embargo, solo es necesario que cA™ b converga y
no toda la expresion A*!. Para determinar las implicancias de esto se toma la T.Z. a cA“"p que resulta
ser,

Z{cA“ Dt =¢(zI-A)'b=n(2)/d(2),

lo que indica que las raices de d(z) - que son también los polos del sistema - deben estar en el circulo
unitario. O bien, los polos del sistema, los Ay que quedan en la expresion cA*'b y que son un
subconjunto de los, Ai, i = 1,... , n, deben cumplir con,

A <1, VI=1,2,...,Kk conk<n.

Para determinar la estabilidad entonces, se debe inspeccionar la ubicacion de los polos de ¢(zI - A)™'b.
En particular, su ubicacion en el plano complejo. Afortunadamente, hay un método equivalente al de
Ruth-Hurwitz que permite determinar la ubicacion de éstas mediante la inspeccion de los coeficientes
dp, d1,... , dn.

B . Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

Sea el polinomio caracteristico d(z)=z"+a, ,z"" +---+a,z+a, mediante el cambio de variable z =

I+r . I o . . . .
1—, se puede aplicar el criterio de Routh-Hurwitz visto para sistemas tiempo continuo a los sistemas
—-r

discretos. En efecto, con este cambio de variable, lo que se logra es mapear la region de convergencia
del plano z (circulo unitario) al plano r (S.P.1.). Asi se busca que los polos en r estén en el S.P.I. para
asegurar la estabilidad. Notese que se utiliza r y no S, Fig. 7.6, pues no es un mapeo punto a puno y
solo de regiones.
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Ejemplo 7.7. Para el siguiente polinomio caracteristico z° + 5.94z% + 7.2z — 0.368, realizar el cambio de variable que
corresponda y aplicar el criterio de Routh-Hurwitz y comentar acerca de la ubicacion de la raices. R.: Aplicando el cambio

. I+r . .
de variable z =1— el polinomio mapeado al plano r queda de la forma 3.128r° — 11.74r* + 2.344r + 14.27. Dado que un
-r
coeficiente es negativo, existe una o mas raices imaginarias que se encuentran en el S.P.D. del plano complejo r. Esto indica
que en el plano z, existe una raiz del polinomio caracteristico que se encuentra fuera del circulo unitario y por lo tanto el

sistema discreto es inestable. &%

7.6 Ejercicios Propuestos.
Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

A . Nivel basico.

1.- Determine si los siguientes sistemas son estables entrada/salida.
10 S+1
a) h(s)= b) h(s)=10
@ ®) s+10 ®) ®) s+10
© h=10°"1 @ h)=—"
s+1 (s+0.1)(s+10)
S+0.1)(s+1 10 456
() h(s)=CT2DEED () hs)=—0e”
s+10 s+10
10 1 0.1 s+100
h(s) = h) h(s)=
® N s+10s*+0.2s+1 ®) () s+10 s> +0.2s+1
1 S
' h(s)=— j h(s)=
®  h(s) e G h(s) i1

jo

Y a

7 Ang

Fig. 7.6 Mapeo del plano z y r, mediante z = 1+—r
-r
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2.-
(a)

(©)

(e)

(2
(i)
(k)
4.-

142

Determine si los siguientes sistemas son estables entrada/salida.

Oy =ue)
dy(t) du(t)
dt ot YO dt
d*y() o
e +3y(t)=ut-1)

Y(KT +T)+a,y(kT)=0

Y(KT +T)+1.5y(kT) =u(kT)
Y(KT +2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T)
Determine si los siguientes sistemas son estables internamente y entrada/salida.

F v ¢
B hl @ sensor de nivel
A K
a) M P —
> h, (@} h,

As

WO =
it +y()=u(t)+10

dy® _ du(®)
2=+ 10u)

dy(t) ()
2=+ 10ut-1)

y(kT +T)+O.5y(kT) =u(kT)
Y(KT +2T)+1.5y(kT) =u(kT)
Y(KT +2T)+1.5y(kT) =5u(kT +T)+u(kT)

b) i Xa(t)

maquina cc I, T

Fig. 7.7 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automovil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,
e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

®

X(t):__2 _13}x(t)+E}u(t), yt)=[4 10]x(t)
=% Yo oo, yo-r0 mo-ue
X()—_2 3 x(t) + 0 u®, y®=[0 Ix(®)+u(t)
o [-4 2 10
W= _3}(0{4}(0, y) =[1 2]x(t)+u(t)
T4 2] 1]
KT+T)=| ° T XKD+ uKT), y(T)=[1 2]x(KT)
x(KT +T) = _04 _13 x(KT) + (1) u(kT), y(KT)=[1 0Jx(KT)
x(KT +T) = _04 _13 x(KT) + (1) u(kT), y(KT)=[1 0Jx(KT)+u(kT)

En todos los casos an;eriores sé p_uede identificar la F. de T. h(s) o h(z) del sistema. Determine los
kh(s) o kh(z)
1+kh(s)  1+kh(z)’

valores de Kk tal que la F. de T. dada por respectivamente, representa un

sistema estable.

Nivel intermedio.

Determine si los sistemas ilustrados en la Fig. 7.7 son estables entrada/salida y/o internamente.
Para los sistemas no lineales utilice la linealizacién. Los pardmetros son como los utilizados en
los capitulos anteriores.

Demuestre que un sistema internamente estable es estable entrada/salida.

Demuestre que un sistema inestable entrada/salida es inestable internamente.

¢, Son los polos de un sistema un subconjunto de los valores propios del mismo ?.

Nivel avanzado.

¢, Puede un sistema discreto — que es una representacion de uno continuo estable — ser inestable
producto del tiempo de muestreo utilizado ?.

D¢ un ejemplo de un sistema estable entrada/salida e inestable internamente.

. Porqué los polos y/o valores propios si salen ser complejos entonces se encuentran en pares
conjugados ?. ;, Siempre se cumple ?. Dé un ejemplo de un sistema con un polo complejo y que
su conjugado no sea polo de éste.

Puede aplicarse Routh-Hurwitz a sistemas continuos con retardo.

Puede aplicarse Routh-Hurwitz a sistemas discretos con retardo.

Copyright © por Prof. José¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 144

A Anexo: Modelaciéon de Sistemas

Este anexo presenta las pautas basicas para la modelacién de sistemas
dinamicos como los encontrados en las diferentes disciplinas de la
ingenieria. Estos estan basados en balances de energia y en el principio de
minima accién. Las materias se complementan con variados ejemplos de
modelacion de sistemas mecanicos, electromecanicos, eléctricos,
hidraulicos y térmicos. No se revisan los principios eléctricos por
considerarse conocidos.

A.1 Modelo y Simulacién

La simulacion dice relacion con la solucion de las ecuaciones del modelo, esta puede ser llevada a cabo
mediante programas computacionales hechos a la medida usando algun lenguaje ad-hoc, o bien usando
ambientes de simulacidén especificos como MatLab™, PSpiceTM, MathCad™, PSim™ por tan solo
nombrar algunos.

A . Sistemas Mecanicos

Los sistemas mecdnicos en general estan constituidos por los siguientes elementos basicos que
interactian a través de fuerzas y desplazamientos (en movimientos lineales), y torques y
desplazamientos angulares (en movimientos rotacionales).

Resortes. Los resortes son elementos mecanicos los cuales estan constituidos por algin elemento
elastico. La relacion entre la fuerza aplicada a este elemento y el desplazamiento resultante, se conoce
como Ley de Hooke, la expresion mas simple corresponde a una relacion lineal,

F=kx,

donde, F es la fuerza aplicada al resorte, X el desplazamiento producido por la fuerza y k una constante
de proporcionalidad. Expresiones mas complejas, tales como F = kix + ko', generalmente son
necesarias si se consideran desplazamientos “grandes”. Este fendmeno también ocurre si una barra se
tuerce, en este caso se habla de resorte torsional, y el torque (en vez de fuerza) es,

T = k(01 - 92),

donde, T es el torque aplicado, 0; y 0, son los angulos de los extremos de la barra y k es una constante
de proporcionalidad.

Amortiguadores. Los amortiguadores son los elementos que disipan energia en los sistemas
mecanicos. En este caso existe una relacion entre la fuerza aplicada y la velocidad que adquiere el
punto donde se aplica la fuerza. Para velocidades pequenas la siguiente relacion describe con cierta
precision este tipo de sistemas:

dx

F=d—=dx,
dt

donde, d es el coeficiente de disipacion. Un modelo para un rango de velocidades mayor es dado por
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F=d|x|X.

Estos elementos en conjunto con la ley de la conservacion de la cantidad de movimiento permiten
modelar una gran variedad de sistemas mecanicos. Esta ley plantea que la variacion de cantidad de
movimiento es igual a la suma de todas las fuerzas que actian sobre el sistema, es decir,

dP(t)
——=> E(),
pm Ei ()
donde P(t) representa un vector de cantidad de movimiento (en general se considera en las tres

dimensiones) y Fi(t) son las fuerzas actuando sobre el sistema. Esta ecuacion para el caso rotacional se
puede expresar como:

dM(t) B
5 - ZTi(U,

donde las componentes del vector M(t) representan los momentos angulares asociados a los tres
posibles ejes de rotacion, y T; es un vector representando los torques que estarian actuando sobre el
sistema.

Ejemplo A.1. En la Fig. A.1 se muestra un sistema resorte—masa—disipador. Este sistema consta de una masa m, sujeta a un
punto de apoyo superior a través de un resorte de coeficiente de elasticidad K y a un apoyo inferior a través de un disipador
de constante de disipacion d. Existe ademas una fuerza F(t) aplicada a la masa. Se define una coordenada X a través de la
cual se desplaza la masa, asi la distancia entre el punto de apoyo y la masa queda representada por X(t). La distancia I,
corresponde a la distancia entre el techo y el centro de m con el resorte en reposo. El modelado de este sistema se realiza

haciendo la aceleracion del cuerpo en el eje X por su masa igual a la suma de las fuerzas que convergen en éste. Asi
2

tenemos, M

dt;( =mg+F(t)-k(x-1,)-d %, donde mg es la fuerza de gravedad ejercida sobre el cuerpo, k(X - ly) es la

. dx \ . . . . .
fuerza ejercida por el resorte y da es la fuerza ejercida por el disipador. Asi la ecuacion diferencial que rige el
comportamiento dindmico del sistema es, X+(d/m)X+(k/m)x=g+F(t)/m+kl,/m, y haciendo, X;(t) = X(t), X2(t) =

0 1 0
dx(t)/dt, u(t) = F(t), se tiene la representacion en variables de estado con las matrices A = , b= ,y
—k/m —-d/m 1/m

0
Y= {kl m } , donde y corresponde a un vector constante de manera que X = Ax + bu +y. En la Fig. A.1 se muestran los
+
0

resultados obtenidos al simular el sistema, donde en la linea de segmento fino podemos ver la fuerza aplicada, en la linea de
segmento grueso podemos ver la velocidad y en la linea continua la posicion de la masa. &

il i 3 . . . . l T 1 T |
w, K3 |F

0
- ! ! ! ! | IR ! !
’%//////////;//////////////ﬁ 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. A.1 Sistema mecanico: masa-resorte-amortiguador.
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Ejemplo A.2. El siguiente ejemplo consiste en modelar el sistema de amortiguacion activa de un automovil, el modelo
mecanico de este sistema se muestra en la Fig. A.2. Este modelo consiste en una masa M correspondiente a la masa del
automovil y una masa m correspondiente a la masa del sistema de amortiguacion. Entre estas dos masas se encuentra un
resorte con un coeficiente de elasticidad k; y un amortiguador con una constante de disipacion d. Luego entre el sistema de
amortiguacion y el suelo existe un resorte de coeficiente de elasticidad k, que representa el efecto producido por los
neumaticos. Ademas, existe una variable de entrada u que corresponde a la fuerza ejercida entre ambas masas por el sistema
de suspension activa. Se define una coordenada vertical X, representando las distancias X;(t) y X,(t) entre el suelo y la masa
M y m, respectivamente. Las distancias |, y |, corresponden a las distancias entre ambas masas y entre la masa m y el suelo,
respectivamente, con los resortes en reposo. Existe ademds una perturbacion denominada y,(t) que corresponde al relieve
por el cual la rueda va avanzando. La modelacion de este sistema se hace planteando las ecuaciones de movimiento de cada
masa con respecto a su posicion correspondiente. Asi, se tiene para M que MX =-k (X, —x, —1)—d(X, —X,)-Mg+u,
donde ki(X; - X; - ;) es la fuerza ejercida por el resorte que se encuentra entre ambas masas, d(X; - X,) es la fuerza ejercida
por el disipador M y u es la fuerza ejercida sobre ambas masas. Similarmente, para m se tiene,
m¥, =K, (x, —x, —=1)+d (X, —%)—mg—Kk,(x, -1, —y,)—u, donde Kki(X; - X; - I;) es la fuerza ejercida por el resorte entre
ambas masas - notese el cambio de signo - , d(X; - X;) es la fuerza ejercida por el disipador sobre m y ky(X; - |, - y;) es la
fuerza ejercida por el resorte que se encuentra entre el suelo y la masa m. Considerando &; = Xy, & = Xp, & = dxy/dt y &, =
dx,/dt, se tiene la representacion en variables de estado dada por las matrices,

0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 1 0 0 0
A= , b= , e= y Y= , donde e es un
-k, /M k,/M -d/M d/M 1/M 0 kl,/M —g
k/m —(k+k,)/m d/m —-d/m -1/m k,/m kl,/m+k,l,/m-g

vector asociado a la perturbacion Y, y y es un vector de constantes de manera que Xx=Ax+bu +ep +vy. &

Ejemplo A.3. En este caso se modela un tren de una locomotora y dos carros, su modelo mecanico es el mostrado en la
Fig. A.3. Este modelo consta en tres masas que representan a la locomotora M y dos carros del tren de masa m; ademas,
existe entre cada uno de estos carros un sistema resorte-disipador de constante K y d respectivamente, y existe una fuerza
F(t) que representa el empuje desarrollado por la locomotora. Se define una coordenada X horizontal a partir de una posicion
fija y tres variables X;(t), X»(t) y X3(t) que representan las posiciones de cada una de las masas en el sistema de coordenadas
definido. La distancia |y es la distancia entre dos carros consecutivos con los resortes en reposo. La modelacion de este
sistema se realiza planteando la ecuaciéon de movimiento para cada una de los carros. Para la locomotora se tiene

yr(t)

Fig. A.3 Sistema mecanico: tren con una locomotora y dos carros.
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MX, = F(t)-k(x, —x, —1,)—d(X —X,), para el 1% carro, mX, =k(x, —X, —=1,) =KX, =%, = 1)) +d(X, = %,)—d(X, = %) ¥y
para el ultimo, mX, =k(x, —x, —l,)+d(X, —X,) . Considerando &, = X;, & = Xa, & = X3, & = dx,/dt, & = dx,/dt, & = dxs/dt y

u = F{t), se tiene la representacion en variables de estado dada por las  matrices,
[0 0 0 1 0 0 [0 ] o ]
0 0 0 0 1 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0
A= b= y y= , donde y es un vector de
-k/M  k/M 0 -d/M d/M 0 /M kl, /M
k/im —=2k/m k/m d/m -2d/m d/m 0 0
0 k/m  —k/m 0 d/m —d/m | 0 | | —kl,/m |

constantes. ¢

Ejemplo A.4. Este ejemplo es el péndulo simple, consistente en una masa m colgada al extremo de una barra rigida de
largo ly sin peso, el coeficiente de roce angular es d, y existe ademas un torque T aplicado a la masa, Fig. A4. La
modelacion de este sistema se realiza haciendo que la sumatoria de torques sea igual a la inercia rotacional por la

aceleracion angular. Asi, ml; 6= —l,mg sin(0) —dl; 0+T, donde, ml; es la inercia rotacional del péndulo, lymgsin(0) es el

torque producido por la gravedad sobre la masa, dlozé es el torque producido por el roce y T es el torque aplicado.
X X

Considerando, X; =0 y X, = do/dt, u =T se obtiene, | ' | = 2 5
X, —dx, /m—gsin(x,)/l, +u/(mly)

al término trigonométrico, el sistema modelado es no-lineal y no puede descomponerse en forma matricial sino que debe ser
expresado en una funcion. Es posible utilizar en este ejemplo el principio de minima accion, segun el cual podemos plantear

} . Es posible notar que, debido

la funcidn de energia cinética, K = %m{[loécos(e)J2 +[|Oésin(9)T} = %mlozé2 , y la funcioén de energia potencial como, P
= mglo(1-cos(0))+P,. El Lagrangiano es entonces, L :%mlgéz —mgl,(1—cos(0))— P, . El principio de minima accidén en

d(oL) oL dfo |1 . o |1 .
a[%)_ng, por lo tanto, a(£{5m|§62 +mgl, cos(e)}j-E{Emlosz +mgl, cos(e)} =

T -dI76. Lo que queda como, mlZ6+mgl,sin(0) =T —dI?®, expresion que coincide con la obtenida anteriormente. Este

este caso queda como,

ejemplo parece no apropiado de ser atacado con el Lagrangiano; sin embargo, el péndulo invertido de la Fig. A.5 si lo
amerita.

Ejemplo A.5. Este ejemplo consiste en modelar un péndulo invertido montado sobre un carro, Fig. A.5(a). En este caso se
denomina m a la masa del péndulo y M a la masa del carro, al igual que el caso anterior la longitud de la barra es l,. Existe
una fuerza F que empuja horizontalmente al carro. Se plantea la sumatoria de fuerzas y de torques en el carro y el péndulo
denominando Fy y Fy a las fuerzas que interactian entre ambos como se muestra en la Fig. A.5(b), asi planteamos las

\

Fig. A.4 Péndulo simple.

Fig. A.5 Péndulo invertido; a) bosquejo, b) diagrama de cuerpo libre.
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ecuaciones de fuerzas en el carro en las coordenadas locales X;, y; obteniendo, MX =F +F, 0=F —Mg. Ahora
planteamos las ecuaciones de fuerzas en el péndulo en las coordenadas locales X,, Yy, obteniendo, mX, =-F,,

my, =—F, —mg y la ecuacién de torque considerando la coordenada 6 como 0 =—I F, cos(6) +1,F, sin(0) . La sumatoria de
torques se considera cero ya que la barra no tiene masa (I = 0). Despejando las fuerzas F, y F, de las ecuaciones de
movimiento del péndulo y reemplazando en las del carro se tiene, MX, +mX, = F, |,mX, cos(0)—1,(my, + mg)sin(0) =0.
Por geometria podemos obtener la expresion de los desplazamientos del segundo eje de coordenadas como,
X, =X +1,sin(0) , y, =1, cos(0), de donde, X, =X +1, cos(0)0— I, sin(0)0°, ¥, = -, cos(0)6* — Iy sin(0)0 , reemplazando
en las ecuaciones obtenidas se tiene, MY, +m(X, +1, cos(0)d—I,sin(0)0) = F , 1, m(X, +1, cos(8)0 -1, sin(0)8*) cos(0) +
I,m(, cos(0)0” + I, sin(0)0)sin(0) - lymgsin(0) = 0. Haciendo x; = X y desarrollando las expresiones se tiene finalmente que,
(M +m)%+ml, cos(0)0 —ml, sin(0)6” = F , ml, cos(8)%+ml 6 —mgl, sin(0)=0.

Podemos abordar este problema utilizando el principio de minima accion, calculando la funcion de energia del sistema que
es, L= % Mx’ +%m[{>‘< + Ioécos(é))}2 + {I(,Gsin(e)}2 } —mgl, cos(0)—PF,. Siendo el primer término la energia cinética

asociada al carro, el segundo término corresponde a la energia cinética asociada a la masa del péndulo tanto en su
movimiento lineal como rotacional y el tercer término corresponde a la energia potencial de la masa del péndulo, entonces

se tiene para X, %(%} —Z—L =F, %[Mm m(x+1,6c0s(0))]-0=F , (M +m)%+ml,0cos(8) —ml 6’ sin(6) = F y para 6,
X X

%(g—;j —% =0, %[mlo cos(0)X + ml26]—[-ml, sin(0)6x + mgl, sin(6)] = 0, ml, cos(0)% —ml, sin(0)x0 +mIZ6 +

ml, sin(0)6x — mgl, sin(0) =0, ml, cos(0)X+ mlozé —mgl, sin(0) = 0 . Las ecuaciones resultantes son idénticas a las obtenidas
con el método de sumatorias de fuerzas. En la figura 2.8 se muestran los resultados de la simulacion del péndulo invertido.
Aqui se puede apreciar la evolucion de la posicion del carro y el angulo del péndulo normalizado a 360°. &

Ejemplo A.6. Este ejemplo consiste en un carro de masa M que posee cero friccién con la superficie, adosado a éste se
encuentra una barra rigida con una masa m concentrada en su punto medio ubicado a una distancia |, del extremo sujeto al
carro, Fig. A.7. Esta barra puede rotar en torno al extremo sujeto al carro teniendo también una friccion cero. La coordenada
de desplazamiento del carro es llamada x y el angulo de giro de la barra es llamado 6. Existe ademas una fuerza F(t) que

impulsa el carro en la direccion de X y un torque T(t) que impulsa a la barra. El Lagrangiano es, L:%M)’(2 +

%m |:{X + Ioé cos(e)}2 + {IOO sin(e)}z] + % 16? - mgl, (1-cos(0))— P, . Siendo el primer término la energia cinética asociada

al carro, el segundo término corresponde a la energia cinética asociada al desplazamiento lineal de la barra, el tercer término
corresponde a la energia cinética asociada al desplazamiento rotacional de la barra y el cuarto término corresponde a la

. . . d(foL) oL
energia potencial de la barra; entonces, tenemos para la coordenada X se tiene que, —|—|-—=F,

dt\ox ) ox
d. .. oo . = 0 . d(oL) oL
a[MX+m(X+I09cos(9))]—O: F, (M+m)X+ml6cos(0)—ml,0°sin(6)=F y para 6 se tiene que, i\ —%:T s

1 | 1 1 1 1 | 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Fig. A.6 Péndulo invertido, simulacion con c.i. no nulas y sin fuerza externa.

0.5
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%[mlo cos(0)X+ml20+10] - [-ml, sin(0)6X —mgl, sin(0)]=T , ml, cos(0)% —ml, sin(O)X0 +mIZ6+ 18 + ml, sin(0)Ox +

mgl, sin(0) =T, ml, cos(0)X + (1 +ml; )0+ mgl, sin(0) =T .
Es posible notar que las ecuaciones resultantes son similares a las obtenidas en el caso anterior. Sin embargo ahora existe
un término proveniente de la masa de la barra que en el caso anterior era despreciada. &

Ejemplo A.7. Este ejemplo corresponde a un modelo de un satélite, el cual gira a una distancia r y es afectado por una
fuerza tangencial Fy(t) y una fuerza radial F(t). La modelacion de este sistema se realiza aplicando el principio de minima

accion planteando el siguiente Lagrangiano, L = 5 m[r262 + r2] , que corresponde a la energia cinética asociada al satélite.

A lo largo de la coordenada 6 tenemos, i(@Lj_aL Fr, %(mrzé)—O: Fr, m2rid+mr26—0 = For,.y para la

dtlao) a0
coordenada r se tiene que, i(%j—% =F —k—T , i(ml‘)— mre? = F, —k—rzn, mF —mré’ = F, —k—T. Considerando x; =
dt\or ) or r° - dt r r

r, X = dr/dt, x; = 0, x4, = do/dt, u; = F(t) y u; = Fy(t), se tiene la representacion en variables de estado dada por,

Xl X3
X, X X; —K /X +u,/m , ) _ ,
= , s posible apreciar que las ecuaciones de X, y X4 son no lineales. &
X X
3 4
X, —2X,X, / X, +U, /mX,

B . Sistemas Eléctricos

Los sistemas eléctricos a considerar en este curso estdn constituidos por los siguientes elementos
basicos.

Condensadores. Un condensador es un elemento almacenador de energia en forma de carga eléctrica,
la expresion que rige su comportamiento es,
. dv,
. =C—=,
dt
donde, ic es la corriente que circula a través del condensador y V¢ es el voltaje aplicado a sus terminales
(la corriente entra por el terminal positivo).

Inductores. Los inductores también son elementos de almacenamiento de energia pero esta vez en

A 4

F(O

Fig. A.7 Carro con péndulo. Fig. A.8 Satélite en orbita.
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forma de flujos magnéticos, la expresion que rige su comportamiento es,
di
v =L—+,
dt

donde, v, es el voltaje aplicado en los terminales del inductor e i es la corriente que circula por éste (la
corriente entra por el terminal positivo).

Resistencias. Estos elementos son disipadores de energia, en donde la corriente circulante a través de
ellos es proporcional al voltaje aplicado a sus terminales.

vy =Rlig,
donde, VR es ¢l voltaje aplicado en los terminales del resistor e ir es la corriente que circula por éste (la

corriente entra por el terminal positivo).

Utilizando estos tres elementos, ademéas de las fuentes de voltaje y corriente controladas o no
controladas, y en conjunto con las Leyes de Kirchoff de voltaje y de corriente (conservacion de
energia), es posible modelar la totalidad de los sistemas eléctricos.

Ejemplo A.8. Este es un ejemplo eléctrico que corresponde a un circuito RLC alimentado por una fuente de voltaje. A
partir de la Fig. A.9 es posible apreciar que la fuente de tension e(t) alimenta a una inductancia L , resistencia R, y un
capacitor C, todos en serie. Para modelar este circuito es conveniente definir la dinamica de las variables corriente i(t) en el

. . . . . .o di . d .
inductor y voltaje v(t) en el capacitor utilizando las leyes de Kirchoff. Asi tenemos, € = Ri+ L—|+ v,i=C ad , utilizando

dt dt

- 2
la Gltima expresion, e = Ri+ Lﬂ+lfidr, dado que i :d—q, queda, e= Rd—q+ L d ?
dt C dt dt dt

expresion con el modelo encontrado del sistema ilustrado en la Fig. A.1, en particular si se considera C=1/k,L=myR=d.
Este modelo se puede expresar en ecuaciones de estado considerando, @ = X;, i = X, y € = U quedando,

0 1 0
A= y b= que es lineal.. &
-1/LC -R/L 1/L

1 o
+Eq , noétese la similitud de esta

Ejemplo A.9. El circuito considerado en este ejemplo es un poco mas complejo que el anterior e incluye fuentes de tension
y de corriente controladas, Fig. A.10. El modelamiento se hace en forma idéntica al anterior, tenemos para la malla de

dv_ .
n d_tm—Ht , para la malla central de

. i .
entrada, e =R,i, +L, i—:+ e,, luego para el primer nodo de la malla de salida, i, =C

di . d . . . .

salida v, = L[d—t‘+vI y para el segundo nodo de la salida i, :RivI +C, d_\ngl" Considerando e, = KV, ie = Kpia ¥
|

. dv, Kk, . 1. dv, 1. 1. 1 dii 1 1
ordenando las ecuaciones mnos queda, =i,-——, —=—h-—i-—V, —=—V,—-—V,

dt C, C, dt C, C, RC, dt L L,

R L
+
e + C €

i

Fig. A.9 Circuito serie RLC. Fig. A.10 Circuito con fuentes independiente_s.
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di, 1k 1

’ = L—e—L—"‘vm ——R,i, . Denominamos X; = Vp, X2 = V|, X3 = Iy, X4 = I, U =€, p = i}, obteniendo en forma inmediata la
0 0 -1/C, k,/C, 0 0
., . 0 -1/RC, 1/C, 0 0 -1/C, i
representacion en ecuaciones de estado, A = , b= ,y e= . Notese
/L -1/L 0 0 0
-k, /L, 0 0 -R, /L, /L, 0

que la corriente i, es una perturbacion en el sistema. &

Ejemplo A.10. Modelar y simular el circuito elevador ilustrado en la Fig. A.11(a). R.: El circuito de la Fig. A.11(b)

muestra que para S, = 1, e= L% y 0=C%+% y el de la Fig. A.11(c) muestra que para S, = 0, e= L%+v y
. dv v o di . dv v \ .
|=CE+E. Lo que se puede escribir como, €= LE+V(I—SW) y I(I_SW)ZCEJFE' La razén entre el tiempo

encendido y el tiempo de encendido mas apagado es d(t), en la practica, para la operacion del circuito se compara una sefial
continua d(t) con una diente de sierra, Fig. A.11(d), y de la comparacion resulta S,(t) de encendido-apagado del switch
como ilustrado en la Fig. A.11(e). La simulacién para R = 12 Q, C =200 pF, y L = 5 mH se encuentra en la Fig. A.11(f),
. X, |

donde e(t) aumenta de 6 a 7 V en t = 70 ms. Asumiendo X; = V y X, = I, entonces el modelo queda, x= )'(1 =
2

|

Nl
+ L l + ’—L o diente de sierra d(t) d) |
e Su(t) v(t) i
i(t) f a) - I

._W—qp | | | T T T

1 1 1 1 | | 1 1 |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07 0.08 0.09 0.1

Fig. A.11 Circuito no-lineal dc/dc elevador; a) circuito, b) equivalente, S,, = 1 (ON), ¢) equivalente, S, = 0 (OFF), d)
generacion de Sy, e) sefial S, f) simulacién modelo real (con switch), g) comparacion de voltajes, h) comparacion de
corrientes.
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X2 Xl
c " e | _[fxup)
= { B } , donde X, es el voltaje v, X, es la corriente i, U es la sefial de conmutacion S, y p es la
X] p fz (Xa“’P)
——L({1-u)+—
L L

tension de entrada e. Este modelo es claramente no lineal y la entrada es una sefial no continua por lo que se opta por un
modelo promedio. Este se obtiene al reemplazar la sefial S,(t) por d(t), lo que se justifica en la medida que la triangular tiene

. di . dv v . . .
una alta frecuencia. Asi, el modelo resultante es e = La+v(l—d) y i(l1-d)= CE+E’ cuya simulacion esta en la Fig.

A.11(g) y (h). El modelo en variables de estado no cambia, excepto que la entrada ahora es u(t) = d(t). Por lo tanto, el
modelo resultante es no lineal también debido a la multiplicacion de variables de estado con la entrada. &

C . Sistemas Electromecanicos

Los sistemas electromecdnicos permiten transformar la energia eléctrica en energia mecanica y
viceversa, el elemento tipico es la maquina eléctrica.

Ejemplo A.11l. Este es un ejemplo electromecénico correspondiente a un motor de corriente continua conectado a una
carga a través de un eje rigido como se muestra en la Fig. A.12. El campo de la maquina es alimentado con una tension
constante. Para plantear el modelo en su parte eléctrica y debido a que la tension del campo es constante, la dinamica de la

. di . . . . .
corriente de armadura es, V, = Ld—: +Ri, +¢,, donde v, es el voltaje aplicado a la armadura, i, es la corriente de armadura y

€, es el voltaje inducido en la maquina debido a la velocidad del rotor. Por otro lado, las ecuaciones mecénicas del sistema

2
son, J, %:te —d (;—te—t, , donde 0 es el angulo de desplazamiento del eje, t. es el torque eléctrico producido por la

corriente de armadura y t; es el torque producido por la carga. Ahora para poder terminar el modelo es necesario encontrar
relaciones entre las variables eléctricas y mecanicas. Estas relaciones son €, = kn® y te = Kpia; reemplazandolas en el modelo

di, do

y considerando ® = d0/dt se tiene, L—2=v, —Ri, -k @, J,— =k _i. —dw—t,, denominamos X; = iz, X, = ®, U= V,, p = 1,
a a m | dt m-a 1

) ) -R/L -k, /L /L 0 )
y la representacion en variables de estado queda, A = , b= ye= que es lineal. &
k,/Jd, -d/J, 0 -1/,

Ejemplo A.12. En este ejemplo se considera el mismo sistema del ejemplo anterior pero considerando un eje elastico Fig.
A.13. La ecuacion eléctrica del motor es de igual forma pero esta vez la velocidad es la del eje del motor .
do,

di . .
v, = Ld—;‘+ Ri, +k,®, . Ahora debemos agregar la ecuacion dindmica del motor, J,, =k, i, —t , donde t; es el torque
producido por el eje elastico sobre el eje del motor y que es reflejado también sobre el eje de la carga. Escribimos la

e . . d
ecuacion dindmica de la carga pero esta vez referida a la velocidad de la carga wy, J, % =t —d,o, —t,. Luego agregamos

e, 1dt . . .
la ecuacion dinamica del torque t;, Ed_tt =, — o, . Considerando X; = ®p, Xo = @, X3 = t;, X4 =I5, U = V,, p = 1, se tiene,

+Va- -Vt FVa- -Vt
. . o, b, Ji . . a, 6
Ia 1 } It la i } It d It
DTN R 1/k :
@, te W, 0
. carga o I, e
maquina cc maquina cc carga
Fig. A.12 Accionamiento en c.c. Fig. A.13 Accionamiento en c.c. con eje flexible.
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0 0 -1/3,, k,/J, 0 0
0 —-d, /3, 1/, 0 0 -1/, ) )
A= , b= ,y e= . El modelo obtenido es lineal y de cuarto orden a
k -k 0 0 0 0
-k, /L 0 0 -R/L /L 0

diferencia del anterior que solamente era de segundo orden.

Ejemplo A.13. El siguiente ejemplo es un sistema de levitacion magnética compuesto por un electro-iman al cual se le
puede imponer una corriente deseada y el campo magnético producido permite sostener una bola de acero de masa m, Fig.

. . . . s . di .
A.14. El modelado de este sistema se realiza planteando primero las ecuaciones eléctricas del electro-iman e=L—+Ri,

donde e es le tensién aplicada e i es la corriente circulante. La ecuacidn mecanica por su parte es,
d’x dx . . . .

mF =-mg+F, +k(,—x)—d e donde F, es la fuerza magnética producida pro el electroiman. Ahora es necesario
relacionar las ecuaciones anteriores haciendo F, = kii?/(y + @) = kii%/(l; — x + &), reemplazando en las ecuaciones anteriores y

).(l
definiendo X; = i, X, = X, X3 = dx/dt y u = e se tiene la representacion en variables de estado, X=|X, | =

X3

—Rx,/L+u/L -Rx, /L 1/L
X, = X, + 1 0 |u. El
g +k X /[m(, =%, +a)]+k(l, =X, )/m—dx,/m —g +kx7 /[m(l, —x, +a)]+Kk(l, = x,)/m—dx,/m 0

modelo resultante es no lineal debido a la presencia de términos cuadraticos. Notese que el modelo anterior puede ser
escrito en forma generalizada como x = f(x) + g(x)u. R=1 Q, L = 50 mH. Un ser de parametros puede sera =2 cm y k; =
3-107 kg'm?/(s*°A?), I, = 50 cm, |, =20 cm, Iy =30 cm, M =250 gr, k=24.5 kg/s>, d=1.5kg/sy g=9.8 m/s*. &

D . Sistemas Hidraulicos

En esta seccion se consideran sistemas de fluidos incomprensibles, es decir cuya densidad no varia con
la presion, y conducidos en sistemas cerrados, tales como cafierias. Aplicando ley de conservacion de
energia a un sistema que esta en régimen permanente; es decir, no hay variacion temporal del volumen
acumulado en la cafieria, y que representa un flujo inico, como se muestra en la Fig. A.15, se tiene que,
g1 = 0. Es decir, el flujo volumétrico en m’/s que entra es igual al que sale, o bien, A;v; = AyV,, donde
A; y A, son las secciones de las cafierias y V; y V; las velocidades. El balance de energia a su vez es:

/
g VVV °
P R L+
T—0F e()
T iv -
g i » o)
SN S — | IZIY: a
i A
y(t) =
1
\ 4
x_ --x-
I ! Vi
1 X(t)
Lr d 2k
v :
/ /
Fig. A.14 Levitador magnético. Fig. A.15 Propiedades hidraulicas en una tuberia.
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Z, +&+ =12, +&+ +B,

v 29
donde el primer término representa la energia potencial, el segundo la energia necesaria para ingresar el
fluido al sistema, y la ultima es la energia cinética correspondiente. La constante 3 representa las
pérdidas debido al roce y y es el peso especifico del fluido. Cuando existe una restriccion en el sistema
que lleva el fluido se produce una redistribucion de la energia a medida que el fluido se acerca a las
restricciones, consideremos el sistema descrito en la Fig. A.15, de la relacion anterior con z; = z; se

2
obtiene que la velocidad de salida es v, = AlezAz /g Ap , usando esta expresion y la relacion dada

por el balance de materia A;v; = AV, se tiene que el flujo que pasa por la restriccion es

gzk\/A_To
1" %JA %J P

donde, k, es en m?, p en kg/m’; es decir, el flujo a través de la restriccion es proporcional a la raiz
cuadrada de la diferencia de presion, y la constante de proporcionalidad depende de la relacion de
areas. Se desprende que el fluido se acelera al pasar por la restriccion y debido a que el balance de
energia se debe cumplir, es necesario que la presion en la seccidon menor disminuya.

Ejemplo A.14. En este ejemplo se modela el estanque cuadrado de la Fig. A.16, cuyo lado mide | y la altura del liquido se

denota por h. Este estanque es alimentado por un flujo de entrada f, y en su parte inferior existe un flujo de salida f;

dependiente de la hidrostatica. Para modelar este sistema se plantea inicialmente la funcion que describe al area, en este

caso es, A(y) = = I’ Luego calculamos el volumen integrando la funcién anterior con respecto a la altura,
h

dV (h) = A(h)dh, por lo que V(h) :IA(Y)dy =1°h. Ahora aplicamos la ley de conservacion de materia que nos dice,
0

vy _ dvih) dn = f,— f,. Considerando el flujo de salida dependiente de la presion hidrostatica se tiene que

dt  dh dt ¢
|2 |2\/7 Como es

/ ,pg =k \/7 por lo que |2 =f, -k \/7 Finalmente, la expresion es, dh

dt

posible apreciar, el modelo resultante es no-lineal ya que tiene a la variable h en forma racional. &

Ejemplo A.15. Este ejemplo plantea un estanque en las mismas condiciones que el anterior pero cuya forma es concava

: sensor de
concentracior

______ >y

Fig. A.16 Estanque de area constante. Fig. A.17 Estanque de area variable. Fig. A.18 Estanque diluidor.
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Fig. A.17. El 4rea en funcion de la altura es, A(X) = n(1+k(x-H/2)*% Por lo tanto, dV(h)/dh = A(h) = n(1+k(h-H/2)*)".

dv _avidn o2y 30 —fe-kagT.Asise

Aplicando la ley de conservacion de materia se tiene,
dt dh dt

tiene, ah_ fe = k"\/gih

o (k(h—H /2Py La ecuacion dinamica es de tipo no lineal. &
n(1+k(h—-

Ejemplo A.16. En este ejemplo se plantea modelar un estanque triangular como el mostrado en la Fig. A.18. Este estanque
recibe un flujo f, con una cierta concentracion ¢, de alguna componente y por otro lado es alimentado con un flujo f, puro.
. 1h’ . .

En este caso el 4rea corresponde a la funcion A(y) =(y/a)>. El volumen queda V (h) = I Se plantea primero la ecuacion
a

f,+f,—k,4/gh
de balance de materia para todo el fluido quedando, av (hy = dv(hy dn =f,+ f,— f,, por lo que, an_ _n ¥ —_
dt dh dt dt h*/a’

Por otro lado, se hace un balance de materia para el componente que se diluye en el estanque, este queda dado por

d[\/gt])cs] = d\fjih) +V (h) dct %2—?% lo que se reduce a, (f,+f,—k \/7)c +

SS’

Bt e pto-fe
dt

1 h*dc dc, fc —fc —fc
———=1f ¢ —k,ghc, obien, —==-""_"T=s 35 (Considerando X; =h, X, =Cs, U="f,, fin Cm Se€ tiene,
3@ d  mom o eNOnG dt h' /(3a?) X T U e P y P2

X:{X]} _ { aj(pl Jru—kw/gxl)/xf3
Xy 3a (plpz_(p1+u)xz)/xl
es x =f(x, u, p). En la Fig. A.19 se muestran los resultados de la simulacion de este sistema. &

. Notese que para este caso la mejor forma de representarlo en forma generalizada

flujo de agua [1t/s] vs tiempo [hrs]
3 | | | |

| 1 1 |

20

15

10
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Fig. A.19 Simulacion del estanque diluidor.
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E . Sistemas Térmicos

En los sistemas térmicos la energia es transferida y guardada en forma de calor. La mayoria de los
procesos térmicos muestran efectos que pueden ser descritos sélo por sistemas de parametros
distribuidos, por esta razén solo unos pocos sistemas térmicos industriales han sido modelados
dindmicamente hasta ahora, entre los cuales figuran los intercambiadores de calor y hornos continuos.
La principal dificultad en la modelacion de este tipo de sistemas en contraste al caso eléctrico radica en
que el flujo de calor no necesariamente sigue un camino especifico.

Se distinguen traspasos o flujos de calor por conduccion, por conduccion a través de una pelicula entre
materiales diferentes, por radiacion y por conveccion. Mientras los tres primeros se efectuan entre
objetos de diferente temperatura, la conveccion esta relacionada al transporte de masa.

Conduccion de calor. La relacion basica para el flujo de calor a través de un material homogéneo entre
dos secciones transversales paralelas es la Ley de Fourier, Fig. A.20,

T1 _Tz

d 2
donde, q es el flujo de calor, A el area de seccion transversal, T;, T, temperaturas, d longitud y K es la
conductividad térmica.
El flujo de calor a través de una pelicula delgada es un caso especial de conduccion. Se supone que
existe entre materiales de diferentes fases como, por ejemplo, un solido a una temperatura y un liquido

o gas bien mezclado a otra temperatura. La ecuacion empleada para describir este fendmeno se conoce
como Ley de Enfriamiento de Newton,

g=KA

q= hA(Tl -T,),

donde h es el coeficiente peculiar o de traspaso de calor.

Radiacion de calor. Para altas temperaturas existe una gran transferencia de calor debido a radiacion,
esto se explica por la relacién de Boltzmann:

q=AecT?,

es decir, un objeto produce un flujo de calor debido a la radiacién electromagnética, que es
proporcional a su superficie de emisividad € y a su temperatura elevada a la cuarta. La constante G, es
la constante de Stefan-Boltzmann. Para un radiador negro, la emisividad (¢ = 1). Generalmente, la
emisividad depende de la frecuencia de radiacion.

Para deducir un modelo de traspaso de calor entre dos objetos hay que considerar mas detalles fisicos.

a) C=mc, b)
c M
T C —>(n2
T T
2
oK T
T2 T ....... ;I.-o .......
1 m T,
Qi —>
hy
: a ”
...... V d ¢ ceeenepi d PR e )2
Fig. A.20 Conduccion de calor. Fig. A.21 Modelo de muralla simplificado; a) S.S., b) parametros concentrados.
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Si una energia de radiacion E incide sobre (o ilumina) una seccion transversal A con emisividad €;, una
parte &;E se absorbe y otra parte (1 - ;)E es reflejada independiente de la temperatura de A. Si todas las
emisiones, absorciones y reflexiones son evaluadas en la superficie de los dos objetos el flujo de calor
puede ser descrito como:

q=4.96As(T' -T}).

El coeficiente de emisividad € depende de € y €, y de la configuracion geométrica de los cuerpos.

Conveccion. El flujo de calor debido al flujo de masa es:
q=cTW,

donde W es el flujo mésico, C es el calor especifico, y T es la temperatura.
Existen tablas con valores de K, h, € y ¢ para materiales y situaciones diversas.

La Transferencia de calor a través de una muralla. La expresion dada por q=KA(T,-T,)/d es una

aproximacion que es valida tan s6lo bajo supuestos. Si ambas caras de la muralla se extienden a infinito
el flujo de calor es unidimensional. Adicionalmente, si el material es homogéneo, el gradiente de
temperatura a través de la muralla es constante en condiciones de S.S. como se muestra en la Fig. A.21.
Consideremos que esta muralla esta rodeada de algun fluido y que su temperatura interior se puede
considerar concentrada en un punto y denotada por Ty. Al estar la muralla en contacto con fluidos, se
forma un pequefio gradiente de temperatura entre el fluido y la muralla, que se puede representar como
una capa, llamada capa limite. Las temperaturas T; y T, son las temperaturas en la vecindad de la
muralla, T; y T, y son las temperaturas fuera de las capas limites como se ilustra en la Fig. A.21. Toda
capa limite posee un coeficiente de transferencia de calor h. El flujo de calor que entra por la muralla
esta dado por:

2kA
q, =hAT -T)= T(Tl -To),
de esta ecuacion se puede despejar T; en funcion de las otras temperaturas como,
_ 2KT, +dhT,
1 2k+dh

de forma similar se puede encontrar una relacion entre T,, Ty, v To. El balance de energia al interior de
la muralla es:

d(CT, ) dT dT
n=C—L=cm—2=q,, -0,
dt a oM O T
reemplazando los valores de T, y T, se obtiene
dT 2kh, A 2kh, A
m = T )2 (T -T),
dt 2k +dh, (T =Tn) 2k +dh, (Tn =To)

Notar que el término a, = representa la conductancia que existe entre los puntos donde se

il S
2k +dh,
tiene T; y Tm. Este a su vez se puede escribir como la suma de las resistencias térmicas de la capa limite

. : . . . 1 2k+dh 1 d
mas la resistencia asociada a la conduccion en la muralla, R =—= L=

= = + )
a  2knA hA 2KA
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Similarmente se puede obtener a, = M = 1 . Por lo que,
2k+dh, R,
dar, 1

C

1
— (T -T.)-—(T,-T,).
&R T M-T)

En muchos casos se puede considerar que la masa de la muralla es muy pequeia y por lo tanto la

m

dinamica se puede despreciar, de esta forma g, —q,, =C,m se simplifica en (,, =Q,, con la cual

., L aT +a,T , .,
se puede obtener la expresion de Tn siguiente T, =——"—22  ademas de la expresion para
a +a,
a‘la2
Oy =0n, = (T-T,).
8 +8,

Ejemplo A.17. Considere el caso de una habitacion como ilustrada en la Fig. A.22. Suponga que el flujo de calor es del

. o . . . . dT,
exterior al interior, es decir, T, > T, > T;. Aplicando la ley de conservacion de energia se tiene, C, d_tl :RL(T w— L)y
1

dT,
> dt

1 1
Rz (TO I'ﬂ) R1 (Tm I)

A.2 Analogias de Sistemas

Los modelos analogos son de naturaleza tal que, respecto del proceso, son gobernados por leyes de
equivalencias, de modo que es posible observar comportamientos también equivalentes por medio de
los valores que toman algunas de sus variables. Como ejemplo se tienen tres elementos fisicos como se
esquematiza en la Fig. A.23.

Alli se observa una red con flujo g, entre dos puntos con diferencia de presiéon Ap; un elemento de
circuito eléctrico, por la cual circula una corriente i, entre dos puntos con una diferencia de tension Av;
y una pared por la cual se transfiere un flujo de calor g, debido a una diferencia de temperatura AT. En
estos casos, los comportamientos son equivalentes entre sus variables. La Tabla. A.1 resume estas
equivalencias.

Cz Pl T Tl
c T Tn| To " ;

4 q
R1 Rz Vs l
p, | E
Fig. A.22 Modelo simplificado de una habitacion. Fig. A.23 Fenomenos equivalentes.
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Tabla. A.1 Fenomenos equivalentes.
Analogia Esfuerzo Flujo Inductor Capacitor Resistencia
Eléctrica Voltaje Corriente Inductor Capacitor Resistencia
Trasnacional Fuerza Velocidad Cuerpo Resorte Friccion
Rotacional Vel. Angular Torque Eje elastico Inercia Friccion
Hidraulico Presion Flujo liquido Tubo Estanque Orificio
Térmico Temperatura Flujo calor - Masa Res. térmica

Ejemplo A.18. Estudiar la equivalencia entre el circuito eléctrico del Ejemplo A.9 ilustrado en la Fig. A.24 y el motor de
c.c. con ¢je flexible del Ejemplo A.12 ilustrado en la Fig. A.24. R.: En el Ejemplo A.9 se encontr6 que el modelo del

0 0 -1/C,, k,/C, 0 0
L . 0 -1/RC, 1/C, 0 0 -1/C,
circuito esta dado por A = , b= ,y e= , donde, X; = Vi, Xo = V), X3
/L -1/L 0 0 0
-k, /L, 0 0 -R, /L, /L, 0
=iy, X4 = I U = Vy p = I; por otro lado, en el Ejemplo A.12 se encontré que el modelo del motor estd dado por
0 0 -1/3,, k,/J, 0 0
A= 0 a3 19, 0 b= 0 y e= -1, donde, X; = @m, Xa = @), X3 =t, X4 =g, U=V, y P =
k -k 0 0o 0 | 0 | ’ ’ ’ ' ’ ’
k., /L 0 0 -R/L 1/L 0

t). De la definicion de las variables de estado se comprueba la equivalencia entre voltajes y velocidades angulares, corrientes
y torques; por otro lado, la equivalencia entre parametros es capacitor e inercia, resistencia y friccion, e inductancia y eje
elastico. &

A.3 Ejercicios Propuestos.

Resuelva los problemas siguientes. Anote todo su trabajo.

o, 0y
d, I, T

1/k

carga

Vi

b)
Fig. A.24 Modelos equivalentes; a) accionamiento c.c. con eje flexible, b) circuito eléctrico.
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Nivel béasico.

.-
(a)

(b)

(©)

(d)

(e)

Para las siguientes realidades fisicas, escoja un objetivo y escriba las ecuaciones asociadas a éste.

En la Fig. A.25(a) se muestra un sistema de estanques donde todos los flujos son volumétricos y
las areas seccionales de los estanques son A} = 4m2, A, = 3m2, y Az = 2m2, respectivamente. La
bomba de descarga del estanque de area A; entrega un flujo que es proporcional a la velocidad de
la bomba v, considere que el valor de esta constante es 0.01 (It/min)/(rpm). El flujo F; estd dado
por condiciones externas a este proceso. Considere que los flujos de descarga F,, Fs, F4 son
proporcionales a la raiz cuadrada de las presiones hidrostaticas que lo generan, las constantes
respectivas son 10, 5y 8.

En la Fig. A.25(b) se muestra un modelo idealizado del sistema masa-suspension activa de un
automovil. El desplazamiento Y, es depende de la superficie del camino y U es una fuerza externa
utilizada para mejorar la suspension. m representa la masa de las ruedas junto a las barras de
transmision, M corresponde a la masa restante del vehiculo (carroceria, asientos, etc.). El sistema
de suspension es modelado por d y un resorte Ki; el efecto de los neumaticos se representa por K
(se ignora el desplazamiento lateral). Considere que M = 300 kg, m = 50 kg, k; = 6000 N/m, k; =
30000 N/m, d = 600 N-s/m, y g = 9.8 m/s*. Cuando los resortes estan em reposo se tiene que X;(t)
es 1.05S my X(t) es 0.25 m.

En la Fig. A.25(c) se muestra una central generadora solar. La tension V¢(t) es manipulada para
que el panel mayor siempre esté perpendicular al sol y asi generar la mayor tension posible en los

d zecel + %
dt>  dt
usted dispone de dos celdas solares auxiliares que estdn montadas en el plano de la celda solar
mas una inclinacién de £10° como se muestra en la Fig. A.25(c). Estas celdas auxiliares generan
tensiones V; y V, proporcionales a los dngulos incidentes 0; y 0,, respectivamente (se considera
que 0 <0y, 6, <90°). Las relaciones son: Vi = Kayx01 con 0; = Osoj - 10° - O¢e y V2 = Kaux02 con 6, =
- Bs01 + 170° + Oce1. Notese que el sol es perpendicular al plano de la celda mayor cuando las

tensiones generadas por las celdas auxiliares son iguales. Asumir, T = 10, k, = 5, Kaux = 0.5.

La Fig. A.25(d) muestra un estanque de paso - 4 m de alto - que permite clorar agua para su uso
doméstico en una villa de 200 personas. El flujo de agua - a 13 °C - es fae = 10/1000 m’/s, es
suministrado por vertientes naturales, no posee concentraciones de cloro apreciables y puede ser
considerado constante. El cloro es suministrado mediante el flujo regulable f; a una concentracion
cc. = 11/1000 fija. El liquido en el estanque esta perfectamente agitado para asegurar una
concentracion uniforme en éste y en el flujo de salida fss el cual es suministrado a otro estanque.
Notese que el estanque es de area circular y con geometria parabolica en sus paredes. Ademas,
considere que el flujo de descarga f,s es proporcional a la raiz cuadrada de la presion hidrostatica
que lo genera con una constante k, = 2.2/1000 m”.

La Fig. A.25(e) muestra un circuito reductor de tension como los utilizados en equipos portatiles
que permite producir una tension V(t) menor que €(t). La tension e(t) es de 6 V pero se espera que
esté entre 5y 7 volts en condiciones de temperatura ambiente t; entre 0 y 55°C. La operacion del
circuito estad sujeta al encendido y apagado del switch. La razon entre el tiempo encendido y el
tiempo de encendido mas apagado es d(t), en la practica, para la operacion del circuito se
compara una sefial d(t) con una diente de sierra y de la comparacion resulta Sw(t) de encendido-
apagado del switch. Los pardmetros son L =5 mH, C =200 pF, R=12 Q.

terminales Vot La relacion entre estas variables es: © = kpvC . A manera de sensores,

Copyright © por Prof. Jos¢ R. Espinoza C. - Prof. Daniel G. Sbarbaro H.



Apuntes: 543 214 161

(f) La Fig. A.25(f) muestra una maquina cc que tiene los voltajes de armadura y campo
manipulables. La carga, de inercia J; y sometida a un torque t; arbitrario, se conecta a través de un
sistema de engranajes (n:1) y un eje que presenta torsiones con una constante de elasticidad K. El
torque generado por al maquina es T = Kdia, con ¢ = kyi y tiene una inercia en el rotor Jy. Por
otro lado, el circuito de armadura tiene una resistencia R, inductancia L,, fem e; = Kidpon y el de
campo una resistencia Rf y una inductancia L;. Se considera que el voltaje de campo Vi es
constante de manera que K;¢p = Ky. Los parametros son: Ry = 1.2 Q, Ly = 50 mH, Jy, = 810™
kg'm?®, J;=0.020 kg'm*, n =12, k=500 Nm/rad y ky, = 0.05 Nm/A y t; = 0.

2.- Reescriba las ecuaciones anteriores en ecuaciones de estado de modo de tener la representacion
x= Ax + Bu + Ep, y = Cx + Du + Fp para sistemas lineales y x=f(x,u,p), y=h(x,u,p)
para los no-lineales.

3.- Encuentre las ecuaciones estaticas de los sistemas anteriores. Grafique para este caso y para un
amplio rango de la(s) entrada(s) el valor de las variables de estado.

T Vv ¢§

1 @: sensor de nivel

A F,

N
>

Fig. A.25 Sistemas para ejercitar; a) estanques, b) amortiguacion de un automoévil, ¢) generacion solar, d) estanque diluidor,
e) circuito reducidor de tension, f) motor de cc con eje flexible.
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Nivel intermedio.

l.-

6.-

Simule para el sistema de la Fig. A.25(a) considerando C.I. nulas y un flujo de entrada de F; = 10
Its/min y una velocidad de la bomba de v = 1500 rpm. Repita la simulacién pero asegurese de
estar en S.S. para t =0y aplique un cambio escalon en v de un 10% en t =1 min.

Simule para el sistema de la Fig. A.25(b) considerando C.I. nulas y una entrada u = 0.5m que
aparece en t = 10 s, asuma Y(t) = 0. Repita la simulacion pero asegurese de estar en S.S. para t =
0 y aplique una entrada U = 0.5m que aparece en t = 2 s, asuma que Y,(t) aparece con un valor de
I0cment=10s.

Para el sistema de la Fig. A.25(c) determine la tension v(t) para seguir al sol en forma perfecta.
Note que antes de todo debe determinar el perfil en el tiempo que tendra el angulo del sol B¢ (t)
para un dia arbitrario. Simule este caso para 24 horas.

Para el sistema de la Fig. A.25(d) encuentre los puntos de equilibrio para obtener concentraciones
de cloro en el flujo de salida de salida c,s de 0.5/1000, 1.0/1000, 2.0/1000 y 3.0/1000. Determine
el perfil dinamico que debe tener el flujo de agua clorada f. de manera de conseguir
concentraciones de cloro Cy en estado estacionario en el flujo de salida de 0.5/1000 de 09:00 -
15:00 hrs, de 2.0/1000 de 15:00 - 17:00 hrs, de 0.5/1000 de 17:00 - 00:00 hrs, de 3.0/1000 de
00:00 - 02:00 hrs, y de 1.0/1000 de 02:00 - 09:00 hrs. Simule el sistema aplicando el perfil
dinamico para f; obtenido anteriormente donde el tiempo 0 es las 08:00 hrs.

En el sistema de la Fig. A.25(e) la sefial Sw(t) debe ser generada comparando una sefal diente de
sierra de periodo T = 2 ms (amplitud unitaria) y una sefial d(t) = 0.5u(t)-0.2u(t-0.01)+0.2u(t-
0.04). Considere la tension e(t) = 6u(t)+u(t-0.07) y un rango de simulacion de 0 <t < 100 ms.
Asegurese de estar en S.S. parat=0.

Simule el sistema de la Fig. A.25(f) para C.I. nulas y para Va(t) = 3 para 0 <t <2 y vu(t) = -3 para
2 <t < 4. Simule nuevamente, pero esta vez asegurese de estar en S.S. parat=0.

Nivel avanzado.

l.-

Un modelo promedio del sistema de la Fig. A.25(¢e) se obtiene reemplazando la sefial Sw(t) por la
sefal d(t) en las ecuaciones originales. Simule el sistema con la sefial d y € como utilizadas en el
sistema original. Encuentre el punto de operacion para d = d, = 0.5 y € = e, = 6, determine un
modelo linealizado y simule este sistema para las condiciones anteriores. Compare la simulacion
del modelo no-lineal original, del modelo promedio y del modelo promedio linealizado.

Proponga una transformacion para las variables de estado de un circuito RLC — cuya entrada es
una fuente sinusoidal — de manera que las nuevas variables de estado sean constantes en S.S..
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